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Â îáçîðå ðàññìîòðåíû ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ ïðè ïðîèçâîëü-

íûõ îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ. Ìåòîä èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ ñâîäèò ñèí-

òåç îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ê ïîèñêó íàèìåíüøåãî èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà çàìêíó-

òîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ òåõíèêà ëèíåéíûõ

ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Ïðîñòîé è óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä èìååò áîëüøîé ïîòåíöèàë è âîç-

ìîæíîñòè äëÿ îáîáùåíèé; îí â ðàâíîé ìåðå ðàñïðîñòðàíèì êàê íà íåïðåðûâíûé, òàê è íà

äèñêðåòíûé âàðèàíò çàäà÷è.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à î ïîäàâëåíèè âíåøíèõ âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ â òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçëè÷íûõ åå ðàçäåëàõ. Â ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè,

ïîñòàâëåííîé Ð. Êàëìàíîì è À.Ì. Ëåòîâûì, ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè ãàóñ-

ñîâñêèìè ïîìåõàìè (òàê íàçûâàåìàÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ ãàóññîâñêàÿ çàäà÷à, LQG).

Ïðîáëåìà H∞-îïòèìèçàöèè ñâÿçàíà ëèáî ñ ãàðìîíè÷åñêèìè âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè,

ëèáî ñî ñëó÷àéíûìè ãàóññîâñêèìè, ëèáî ñ âîçìóùåíèÿìè èç êëàññà L2 (ò. å., ïî-ñóùåñòâó,

óáûâàþùèìè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè). Îäíàêî âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ âíåøíèå âîç-

ìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî îãðàíè÷åííûìè; êàêàÿ-ëèáî äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î íèõ

îòñóòñòâóåò.

Çàäà÷åé î ïîäàâëåíèè íåñëó÷àéíûõ îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé ñòàëè èíòå-

ðåñîâàòüñÿ åùå â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà. Â 40-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà òàê íàçûâàåìîé

ïðîáëåìîé î íàêîïëåíèè âîçìóùåíèé çàíèìàëñÿ Á.Â. Áóëãàêîâ [1, 2]. Îäíàêî îñíîâíîå

âíèìàíèå òîãäà óäåëÿëîñü ïðîáëåìå àíàëèçà � êàêîâî ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå, âûçû-

âàåìîå ïðîèçâîëüíûìè îãðàíè÷åííûìè âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè, ÷òî, ïî ñóòè, ÿâëÿëîñü

çàäà÷åé ïðîãðàììíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîñêîëüêó âíåøíèå âîçìóùåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàëèñü êàê óïðàâëåíèÿ. Ëèøü çíà÷èòåëüíî ïîçæå ïîÿâëÿþòñÿ ðàáîòû ïî êîìïåíñàöèè

îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé (ñì. [3]), â êîòîðûõ, âïðî÷åì, íå ïðåäëàãàëèñü ìåòîäû ñèíòåçà

îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ; çàäà÷à Áóëãàêîâà òàêæå èññëåäóåòñÿ â [4].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ñîâìåñòíûõ ðîññèéñêî-óêðàèíñêèõ ïðîåêòîâ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå

Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò �10-08-90436-Óêð_à) è ÍÀÍ Óêðàèíû (ïðîåêò

20-01-10).
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Îòìåòèì åùå, ÷òî ðàíåå ÷àùå óïîòðåáëÿëñÿ òåðìèí óïðàâëåíèå ïðè ïîñòîÿííî äåé-

ñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ èëè âîçìóùåííîå äâèæåíèå; òåðìèí ïîäàâëåíèå âíåøíèõ âîçìó-

ùåíèé (çàèìñòâîâàííûé èç çàïàäíîé ëèòåðàòóðû îáîðîò rejection of external perturbations

ïîÿâèëñÿ ïîçæå).

Âïåðâûå çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ïîäàâëåíèè íåñëó÷àéíûõ îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé

áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå Å.Ä. ßêóáîâè÷ [5] è äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðåøå-

íà â [5�7]. Ïîëíîå ðåøåíèå áûëî ïîñòðîåíî â ðàáîòàõ À.Å. Áàðàáàíîâà è Î.Í. Ãðàíè÷èíà

[8] è ïîçæå � Ì. Äàëåõà è Äæ. Ïèðñîíà [9]. Âïîñëåäñòâèè ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå

l1-îïòèìèçàöèè. Îäíàêî ìåòîäû l1-îïòèìèçàöèè èìåþò ðÿä ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ:

åå ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷àñòî ïðèâîäèò ê ðåãóëÿòîðàì

î÷åíü âûñîêîãî ïîðÿäêà; îòìåòèì è àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð ïîëó÷àþùèõñÿ îöåíîê. Íà-

ðÿäó ñ l1-îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì õîðîøî èçâåñòíû òàêæå ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ [10�12].

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê äèñêðåòíûì ñèñòåìàì; èõ îáîáùåíèå íà

íåïðåðûâíûé ñëó÷àé (òàê íàçûâàåìàÿ L1-îïòèìèçàöèÿ) âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûå ñëîæ-

íîñòè. Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åííûå âîçìóùåíèÿ òàêæå èçó÷àþòñÿ â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ

èññëåäîâàíèþ ñîáñòâåííî ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè; îòìåòèì çäåñü ðàáîòû Ë.Ñ. Ãíî-

åíñêîãî [13], Ä. Áåðòñåêàñà è È. Ðîäåñà [10], À.Ì. Ôîðìàëüñêîãî [14], à òàêæå â òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð [15�17]. Ñïåöèàëüíûå ìåòîäû áîðüáû ñ âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè

ïðåäëîæåíû â òåîðèè ñèñòåì ïåðåìåííîé ñòðóêòóðû. Óïðàâëåíèå íà ñêîëüçÿùèõ ðåæè-

ìàõ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èçó÷àåòñÿ â ðàáîòàõ Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà, Ñ.Ê. Êîðîâèíà,

Â.È. Óòêèíà, Â.À. Óòêèíà è äð. Â öåëîì ïîäàâëåíèå íåñëó÷àéíûõ îãðàíè÷åííûõ âîçìóùå-

íèé òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé â òåîðèè óïðàâëåíèÿ [18,19].

Ñóùåñòâóåò èíîé ïîäõîä ê äàííîé ïðîáëåìàòèêå, îñíîâàííûé íà ìåòîäå èíâàðèàíòíûõ

ìíîæåñòâ. Èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà äîâîëüíî øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà-

÷àõ òåîðèè ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ, ôèëüòðàöèè è ìèíèìàêñíîãî óïðàâëåíèÿ â äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðè íàëè÷èè íåîïðåäåëåííîñòåé. Ïðèíöèïèàëüíûìè â ýòîì íàïðàâ-

ëåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàáîòû Ô. Øâåïïå [20], Ä. Áåðòñåêàñà [10,21], À.Á. Êóðæàíñêîãî [22]

è Ô.Ë. ×åðíîóñüêî [23], ñì. òàêæå [24]. Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ îêàçûâàþòñÿ óäîáíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè, íàïðèìåð, îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì; ýòî ïîçâîëÿåò èõ øèðîêî èñïîëüçîâàòü â çàäà÷àõ àíàëèçà. Òàê, ðàáîòà

À.Â. Íàçèíà, Ñ.À. Íàçèíà è Á.Ò. Ïîëÿêà [25] ïîñâÿùåíà ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè

ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû. Îäíàêî êîíöåïöèÿ èíâàðèàíò-

íîñòè òàêæå àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ è â äðóãèõ ðàçäåëàõ òåîðèè ñèñòåì è àâòîìàòè÷åñêîãî

óïðàâëåíèÿ (ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ Áëàíêèíè [26] è íåäàâíþþ ìîíîãðàôèþ Ô. Áëàíêèíè è

Ñ. Ìèàíè [27]).

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ôîðì èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ îñîáî âûäåëÿþòñÿ ýëëèïñîèäû èç-çà

èõ ïðîñòîé ñòðóêòóðû è ïðÿìîé ñâÿçè ñ êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà. Ââèäó ýòî-

ãî, â ðàìêàõ ýëëèïñîèäàëüíîãî îïèñàíèÿ, â êà÷åñòâå òåõíè÷åñêîãî ñðåäñòâà ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàí ìîùíûé àïïàðàò ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (Linear Matrix Inequality,

LMI ) è ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Semide�nite Programming, SDP) [28]. Ïåð-

âîé ðàáîòîé, â êîòîðîé ñèñòåìàòè÷åñêè èçëîæåíà òåõíèêà LMI, ÿâëÿåòñÿ êíèãà Ñ. Áîéäà

ñ ñîàâòîðàìè [29], à ïåðâîé ìîíîãðàôèåé íà ðóññêîì ÿçûêå, ïîñâÿùåííîé ýòîìó âîïðîñó,

ÿâëÿåòñÿ êíèãà Ä.Â. Áàëàíäèíà è Ì.Ì. Êîãàíà [30], ñì. òàêæå [31].

Íåîáõîäèìî óïîìÿíóòü, ÷òî òåõíèêà LMI, î÷åíü ïîïóëÿðíàÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ, óæå èñ-
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ïîëüçîâàëàñü â öåëÿõ ïîäàâëåíèÿ âîçìóùåíèé [29, 30, 32, 33]. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ðàáîò

íå ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è ïîäàâëåíèÿ L∞-îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé; íàïðèìåð, â [30, ãë.

8] òåõíèêà LMI ïðèìåíÿëàñü äëÿ ïîäàâëåíèÿ âîçìóùåíèé, îãðàíè÷åííûõ â L2-íîðìå. Â ñòà-

òüå Äæ. Àáåäîðà ñ ñîàâòîðàìè [32] ðåøàþòñÿ çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà ïðè îãðàíè÷åííûõ

âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ, íî â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü íåïðåðûâíûé ñëó÷àé; êðîìå òîãî,

â [32] íå èñïîëüçóåòñÿ ÿâíî òåõíèêà LMI. Îòìåòèì, ÷òî â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå ðàññìàòðè-

âàåìûé êðóã âîïðîñîâ íàçûâàåòñÿ peak-to-peak gain minimization. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåëüþ

ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ìàêñèìàëüíîãî (ïèêîâîãî) çíà÷åíèÿ âûõîäà ïðè îãðàíè÷åííûõ ìàê-

ñèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ âîçìóùåíèé (ðå÷ü èäåò î ñèñòåìàõ ñ îäíèì âõîäîì � îäíèì âûõîäîì;

ýëëèïñîèäàëüíàÿ òåõíèêà îáîáùàåò ýòîò ïîäõîä íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé).

Â íàñòîÿùåì îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ïåðåôîðìóëèðîâàòü

ïðîáëåìó ïîäàâëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíûõ ýë-

ëèïñîèäîâ íà îñíîâå ñèñòåìàòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ òåõíèêè LMI. Ïðèìåíåíèå ýòîé êîí-

öåïöèè ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñèíòåç îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ê ïîèñêó íàèìåíüøåãî èíâàðè-

àíòíîãî ýëëèïñîèäà çàìêíóòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïðîñòûì

îïòèìàëüíûì ðåãóëÿòîðàì; îí èìååò áîëüøîé ïîòåíöèàë è âîçìîæíîñòè äëÿ îáîáùåíèé, â

ðàâíîé ìåðå ðàñïðîñòðàíèì êàê íà íåïðåðûâíûé, òàê è íà äèñêðåòíûé âàðèàíò çàäà÷è.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò ìîùíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû [34�36]

è ñîîòâåòñòâóþùèå ïàêåòû ïðîãðàìì [37, 38] äëÿ ñèñòåìû Matlab, ñðåäè êîòîðûõ îñîáî

îòìåòèì ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûå ïðîãðàììíûå ïàêåòû YALMIP [39], SeDuMi [40], à

òàêæå ïàêåò cvx [41], ðàçðàáîòàííûé ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ. Áîéäà.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä íå ñâîáîäåí è îò íåäîñòàòêîâ � åìó ïðèñóù îïðåäåëåííûé

êîíñåðâàòèçì, îáóñëîâëåííûé òåì, ÷òî äîñòèæèìûå ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäàìè.

Íàñòîÿùèé îáçîð îãðàíè÷èâàåòñÿ ñëó÷àåì ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòî-

ðîãî ïðåäëàãàåìàÿ òåõíèêà îñîáåííî ïðîñòà è íàãëÿäíà. Îäíàêî èäåîëîãèÿ èíâàðèàíò-

íûõ ýëëèïñîèäîâ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà è â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ, ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó

[26,27,29,42].

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëàõ 2 è 3 ðàññìàòðè-

âàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñòà-

òè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ. Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí çàäà÷å ôèëüòðàöèè,

ò. å. îöåíêè ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî èçìåðåíèÿì. Â ðàçäåëå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõî-

äó ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà. Â ðàçäåëå 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå

ëèíåéíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà. Ðàçäåë 7 ïîñâÿùåí ðîáàñòíûì

âàðèàíòàì çàäà÷ èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ. Ðàçäåë 8 ñîäåðæèò çàêëþ÷èòåëüíûå êîììåíòà-

ðèè.

2. Àíàëèç

2.1. Íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â íåïðåðûâíîì âðåìåíè

(1)
ẋ = Ax+Dw, x(0) = x0,

z = Cx,
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ãäå A ∈ Rn×n, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, x(t) ∈ Rn � ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, z(t) ∈ Rl

� âûõîä ñèñòåìû, w(t) ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå, èçìåðèìîå ïî t è îãðàíè÷åííîå â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè:

(2) ∥w(t)∥ 6 1 ∀t > 0.

Çäåñü è äàëåå ∥ · ∥ � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà è ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ìàòðèöû, ∥ · ∥F �

ôðîáåíèóñîâà íîðìà ìàòðèöû, T � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ, tr � ñëåä ìàòðèöû, I �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, à ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ

â ñìûñëå çíàêîîïðåäåëåííîñòè ìàòðèö.

Îòìåòèì, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íà âîçìóùåíèå w(t) íå íàêëàäûâàåòñÿ; òàê,

îíî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íè ñëó÷àéíûì, íè ãàðìîíè÷åñêèì. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâà-

þòñÿ L∞-îãðàíè÷åííûå âíåøíèå âîçìóùåíèÿ. Êëàññ òàêèõ âîçìóùåíèé áóäåì íàçûâàòü

äîïóñòèìûì.

Îãðàíè÷åíèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè; ïîçæå áóäóò îáñóæäåíû èíòåðâàëüíûå îãðà-

íè÷åíèÿ âèäà |wi(t)| 6 1, i = 1, . . . ,m. Âïðî÷åì, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòè îãðàíè÷åíèÿ

ñîâïàäàþò.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (1) óñòîé÷èâà (ò. å. ìàòðèöà A ãóðâèöåâà � äåéñòâèòåëü-

íûå ÷àñòè åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòðèöàòåëüíû), ïàðà (A,D) óïðàâëÿåìà, C � ìàòðèöà

ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ðàçóìååòñÿ, åñëè ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)

ïðè äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèÿõ w(t) îãðàíè÷åíû:

lim sup
t>0

∥x(t)∥ 6 r.

Íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî r â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò �peak-to-peak gain� � êîýô-

ôèöèåíò óñèëåíèÿ îò âîçìóùåíèé (îãðàíè÷åííûõ åäèíèöåé) ê íîðìå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

(ñì. [11]). Áóäåì, îäíàêî, èíòåðåñîâàòüñÿ áîëåå òî÷íûì îïèñàíèåì ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ

ýëëèïñîèäîâ.

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ äàííîé ñèñòåìû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

(3) Ex =
{
x ∈ Rn : xTP−1x 6 1

}
, P ≻ 0,

íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì (ïî ñîñòîÿíèþ) äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1), (2), åñëè èç

óñëîâèÿ x(0) ∈ Ex ñëåäóåò x(t) ∈ Ex äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t > 0.

Ìàòðèöó P áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ýëëèïñîèäà Ex.

Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè, ëåæàùåé â ýëëèïñî-

èäå Ex, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíàäëåæèò ýòîìó ýëëèïñîèäó.
Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû îáëàäà-

åò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ïðè x(0) ̸∈ Ex áóäåò x(t) → Ex, t → ∞ (ïðè ýòîì, âîçìîæíî,

x(t) ∈ Ex ïðè t > T äëÿ íåêîòîðîãî T > 0), ò. å. òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, èñõîäÿùàÿ èç òî÷-

êè âíå ýëëèïñîèäà Ex, ñòðåìèòñÿ ê ýëëèïñîèäó Ex ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì,

èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïðèòÿãèâàþùèì.

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò èíâàðèàíòíîìó ýë-

ëèïñîèäó, èìååì ðàâíîìåðíóþ îöåíêó ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû � â ëþáîé ìîìåíò
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âðåìåíè òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðèíàäëåæàò ýòîìó ýëëèïñîèäó ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ âíå-

øíèõ âîçìóùåíèÿõ; åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðîèçâîëüíû, èìååì àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó

ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû � òðàåêòîðèè ñèñòåìû áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê ýòîìó ýëëèïñî-

èäó ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ.

Èíâàðèàíòíûå ýëëèïñîèäû ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü êàê àïïðîêñèìàöèè äîñòèæèìîãî

ìíîæåñòâà

R =
{
x ∈ Rn : x = x(t), t > 0, � ðåøåíèå (1), (2) ïðè x(0) = 0

}
.

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî R, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ýëëèïñîèä (íî íåêîòîðîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åí-
íîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî) è ïðè ýòîì R ⊂ Ex.

Èìåííî äîñòèæèìûå ìíîæåñòâà äàþò íàèáîëåå ïîëíîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-

ìû, îäíàêî îíè âåñüìà ñëîæíû äëÿ èçó÷åíèÿ. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê èõ èññëåäî-

âàíèþ îòìåòèì ñëåäóþùèé. Ïîñêîëüêó äîñòèæèìîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-

æåñòâî òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûå ìîæåò ïåðåéòè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èç

íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèÿõ, òî ìîæíî âîçìóùåíèÿ w ðàñ-

ñìàòðèâàòü â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé. Ïðè ýòîì ïðèäåì ê çàäà÷å êëàññè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ î ïîïàäàíèè â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñòðóêòóðà äîñòèæèìûõ ìíîæåñòâ ðàññìàòðè-

âàëàñü â ðÿäå ðàáîò íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû

ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèè À.Ì. Ôîðìàëüñêîãî [14], ãäå èññëåäîâàíû íå òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ

(2), íî è ìíîãèå äðóãèå (íàïðèìåð, âîçìóùåíèÿ, îãðàíè÷åííûå â L1- è L2-íîðìàõ, à òàêæå

èõ êîìáèíàöèè). Ðàçëè÷íûå ôàêòû î ñòðîåíèè äîñòèæèìûõ ìíîæåñòâ ïîëó÷åíû â êíèãå

À.Á. Êóðæàíñêîãî [22].

Èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä, äàæå ìèíèìàëüíûé ïî êàêîìó-ëèáî êðèòåðèþ, ìîæåò áûòü

âåñüìà ïëîõîé àïïðîêñèìàöèåé äîñòèæèìîãî ìíîæåñòâà (ñì. ïðèìåð â [43]). Ñ ýòîé òî÷-

êè çðåíèÿ, ïîäõîä íà îñíîâå èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ ïîäâåðãàëñÿ êðèòèêå â [43] êàê

ñëèøêîì êîíñåðâàòèâíûé, ò. å. äàþùèé ëèøü ñóáîïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ. Îäíàêî ïîíÿòèå

èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîëåçíûì è ðîáàñòíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìíîæå-

ñòâîì äîñòèæèìîñòè. Â ïîñëåäíåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå, îäíàêî

ìàëîå îòêëîíåíèå â íà÷àëüíîì óñëîâèè ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî òðàåêòîðèÿ âûéäåò çà

ïðåäåëû äîñòèæèìîãî ìíîæåñòâà.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû ñîäåð-

æèòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

x(0) ∈ E0 =
{
x ∈ Rn : xTP−1

0 x 6 1
}
, P0 ≻ 0,

òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé îöåíêè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü,

÷òîáû E0 ⊂ Ex, ò. å.

(4) P < P0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òåõ æå öåëÿõ â ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííîãî çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ x0 ̸= 0 ïîòðåáóåì, ÷òîáû

xT
0 P

−1x0 6 1;

ýòî óñëîâèå ïî ëåììå Øóðà ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà

(5)

(
1 xT

0

x0 P

)
< 0.
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Ïðè íåîáõîäèìîñòè îãðàíè÷åíèÿ (4) èëè (5) äîáàâëÿþòñÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî

óñëîâèÿ íà ìàòðèöó P â ôîðìóëèðîâêàõ ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà Øóðà [44, 45] øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå; ïðèâåäåì

åå â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.

Ë å ì ì à 1 (Ëåììà Øóðà). Ïóñòü

M =

(
A B

BT C

)
∈ R(n+m)×(n+m),

ãäå A = AT ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, à C = CT ∈ Rm×m � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà

M < 0 ⇐⇒ C ≻ 0, A−BC−1BT < 0.

Â [29,32] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1. Ýëëèïñîèä Ex ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (1), (2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó

ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

(6) AP + PAT + αP +
1

α
DDT 4 0

ïðè íåêîòîðîì α > 0.

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Åãî îñíîâíàÿ èäåÿ � âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ ôóíêöèé

Ëÿïóíîâà

V (x) = xTP−1x, P ≻ 0,

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

V̇ (x,w) 6 0 ïðè V (x) > 1 è âñåõ äîïóñòèìûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ w.

Ñëåäóÿ [46,47], âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïèàëüíî èíîé òåõíèêîé äîêàçàòåëüñòâ ïîëó÷åííûõ

óòâåðæäåíèé, ÷åì, íàïðèìåð, â [29, 32]: âìåñòî ñòàíäàðòíîé S-òåîðåìû ñ îäíèì îãðàíè÷å-

íèåì èñïîëüçóåòñÿ åå íîâûé âàðèàíò � ñ äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè (ïîäðîáíåå î S-òåîðåìå

ñì. [48]). Ïðè ýòîì â ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ âìåñòî äâóõ ïàðàìåòðîâ ñîäåðæèòñÿ åäèí-

ñòâåííûé ïàðàìåòð α.

Ë å ì ì à 2 (S-òåîðåìà; ßêóáîâè÷ [49], ìîäèôèêàöèÿ [50]). Ïóñòü çàäàíû îäíîðîäíûå

êâàäðàòè÷íûå ôîðìû fi(x) = xTAix, i = 0, 1, . . . ,m, ãäå x ∈ Rn, Ai = AT
i ∈ Rn×n, è ÷èñëà

α0, α1, . . . , αm.

Åñëè ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà τi > 0, i = 1, . . . ,m òàêèå, ÷òî

(7) A0 4
m∑
i=1

τiAi, α0 >
m∑
i=1

τiαi,

òî íåðàâåíñòâà

(8) fi(x) 6 αi, i = 1, . . . ,m,
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âëåêóò íåðàâåíñòâî

(9) f0(x) 6 α0.

Îáðàòíî, åñëè èç (9) ñëåäóåò (8) è âûïîëíÿåòñÿ ëþáîå èç óñëîâèé:

à) m = 1;

á) m = 2, n > 3 è ñóùåñòâóþò ÷èñëà µ1, µ2 è âåêòîð x0 ∈ Rn òàêèå, ÷òî

(10) µ1A1 + µ2A2 ≻ 0, f1(x
0) < α1, f2(x

0) < α2,

òî íàéäóòñÿ τi > 0, i = 1, . . . ,m, òàêèå ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (7).

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Óòâåðæäåíèå ëåììû 2 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â òîì ñëó-

÷àå, åñëè îäíî èëè íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ â (8) çàìåíèòü íà ðàâåíñòâà; ïðè ýòîì áóäåò

îòñóòñòâîâàòü òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ τi.

Èòàê, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà

V (x) = xTQx, Q ≻ 0,

ïîñòðîåííóþ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1). Äëÿ òîãî ÷òîáû òðàåêòîðèè x(t) ñèñòåìû (1) íå

âûõîäèëè çà ãðàíèöó ýëëèïñîèäà

(11) Ex =
{
x ∈ Rn : V (x) 6 1

}
,

äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè V̇ (x,w) > 0 (è âñåõ ∥w∥ 6 1) âûïîëíÿëîñü V (x) < 1.

Ýòî óñëîâèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

(12) V̇ (x,w) 6 0 ∀(x,w) : V (x) > 1, wTw 6 1.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñòåìû èìååò âèä

V̇ (x,w) = ẋTQx+ xTQẋ = xT(ATQ+QA)x+ 2wTDTQx,

óñëîâèå (12) çàïèøåì êàê

(13) xT(ATQ+QA)x+ 2wTDTQx 6 0 ∀(x,w) : xTQx > 1, wTw 6 1.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð s =

(
x

w

)
∈ Rn+m è ìàòðèöû

M0 =

(
ATQ+QA QD

DTQ 0

)
, M1 =

(
−Q 0

0 0

)
, M2 =

(
0 0

0 I

)
;

òîãäà (13) ïðèìåò âèä

f0(s) 6 0 ∀s : f1(s) 6 −1, f2(s) 6 1,

ãäå fi(s) = sTMis, i = 0, 1, 2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ á) ëåììû 2 âûïîëíÿþòñÿ, è

(13) ýêâèâàëåíòíî

M0 − αM1 − βM2 4 0
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ïðè α, β òàêèõ, ÷òî α > β > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå(
ATQ+QA+ αQ QD

DTQ −βI

)
4 0.

Ñ ó÷åòîì ëåììû Øóðà ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

ATQ+QA+ αQ+
1

β
QDDTQ 4 0, 0 < β 6 α.

Óìíîæèâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñëåâà è ñïðàâà íà P = Q−1, ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó

ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

AP + PAT + αP +
1

β
DDT 4 0, 0 < β 6 α.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà

Ω1 =
{
(P, α) : AP + PAT + αP +

1

α
DDT 4 0, α > 0

}
è

Ω2 =
{
(P, α) : AP + PAT + αP +

1

β
DDT 4 0, 0 < β 6 α

}
ñîâïàäàþò, òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî β = βmax = α. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì

ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (6).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èíâàðèàíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

V̇ (x,w) 6 0 ∀(x,w) : V (x) = 1, wTw 6 1,

êîòîðîå ïî ëåììå 2 òàêæå ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (6). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå èíâàðè-

àíòíîñòè ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé P ≻ 0 ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî

íåðàâåíñòâà (6) ïðè íåêîòîðîì α > 0.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä äëÿ ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû

ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ýëëèïñîèä (11) áûë ïðèòÿãèâàþùèì, äîñòàòî÷íî ïî-

òðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè V (x) > 1 (è âñåõ ∥w∥ 6 1) âûïîëíÿëîñü V̇ (x,w) < 0. Ýòî óñëîâèå

ïðåäñòàâèìî â âèäå

V (x) 6 1 ∀(x,w) : V̇ (x,w) > 0, wTw 6 1,

è ïî ëåììå 2 ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (6).

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Îòìåòèì, ÷òî ïî ëåììå Øóðà ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (6) ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå:(
AP + PAT + αP D

DT −αI

)
4 0 èëè

(
ATQ+QA+ αQ QD

DTQ −αI

)
4 0,

ãäå Q = P−1. Íåñìîòðÿ íà êàæóùååñÿ óñëîæíåíèå, èìåííî òàêèå ôîðìû çàïèñè ïîçâî-

ëÿò â äàëüíåéøåì ïîëó÷èòü ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû.
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Èíâàðèàíòíûå ýëëèïñîèäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðèñòèêó âëèÿíèÿ âíåø-

íèõ âîçìóùåíèé íà òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîñòîèò

â îöåíêå ñòåïåíè âëèÿíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé w(t) íà âåêòîð âûõîäà ñèñòåìû z(t). Â

ýòîé ñâÿçè áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ìèíèìàëüíûìè â íåêîòîðîì ñìûñëå ýëëèïñîèäàìè Ez,
ñîäåðæàùèìè âûõîä ñèñòåìû z(t).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè Ex � èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä (3) ñ ìàòðèöåé P , òî âûõîä

z = Cx ñèñòåìû (1) ïðè x0 ∈ Ex ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó

(14) Ez =
{
z ∈ Rl : zT(CPCT)−1z 6 1

}
.

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî âûõîäà (l = 1) ýòîò ýëëèïñîèä ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîé

Ez =
{
z ∈ R : |z| 6

√
CPCT

}
,

â êîòîðîé áóäåò íàõîäèòüñÿ âûõîä z ñèñòåìû.

Ýëëèïñîèä (14) áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷èâàþùèì (ïî âûõîäó); åãî ìèíèìàëüíîñòü ìîæ-

íî ïîíèìàòü â ðàçíûõ ñìûñëàõ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ

detCPCT, ïðîïîðöèîíàëüíóþ îáúåìó ýëëèïñîèäà Ez, èëè ôóíêöèþ ∥CPCT∥, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ çíà÷åíèþ íàèáîëüøåé ïîëóîñè ýëëèïñîèäà Ez. Îäíàêî â ñèëó ëèíåéíîñòè íàèáîëåå

ïðîñò êðèòåðèé ñëåäà

(15) f(P ) = trCPCT,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñóììå êâàäðàòîâ ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà Ez. Âûáîð ýòîãî êðèòåðèÿ

â äàëüíåéøåì ïîçâîëèò ñâåñòè ïðîáëåìó ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å SDP (â îòëè÷èå îò [32],

ãäå âûáðàíà îïåðàòîðíàÿ íîðìà ìàòðèöû) è òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðåçóëüòà-

òû. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1) ïðåäïîëàãàåòñÿ óñòîé÷èâîé, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé è åäèí-

ñòâåííûé îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñîèä (14), ìèíèìèçèðóþùèé ëþáóþ èç óêàçàííûõ âûøå

ôóíêöèé. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî âûõîäà âñå ýòè êðèòåðèè ñîâïàäàþò.

Èòàê, ñòåïåíü âëèÿíèÿ L∞-îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé w íà âûõîä ñèñòåìû

z ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà (14), ìèíèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ

(15). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêàëÿðíîãî âûõîäà îöåíèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå z.

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. [29,32] Ìèíèìàëüíûé ïî êðèòåðèþ (15) îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñîèä

ñèñòåìû (1), (2) ïðèíàäëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ýëëèïñîèäîâ, ïîðîæ-

äåííîìó ìàòðèöàìè P (α), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëÿïóíîâà

(16) AP + PAT + αP +
1

α
DDT = 0

íà èíòåðâàëå 0 < α < −2max
i

Reλi(A), ãäå λi(A) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ φ(α) = trCP (α)CT ñòðîãî âûïóêëà íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

Äàííîå ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò ïðè ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà

îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà (16), ÷òî ñâîäèò çàäà÷ó ê

îäíîìåðíîé âûïóêëîé ìèíèìèçàöèè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå ìè-

íèìàëüíûå îãðàíè÷èâàþùèå ýëëèïñîèäû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (16) âíå çàâèñèìîñòè

îò êîíêðåòíîãî âûáîðà êðèòåðèÿ.
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2.2. Èòåðàöèîííûé ìåòîä

Àâòîðàìè ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé èçáåæàòü ïðîöåäóðû îäíî-

ìåðíîé ìèíèìèçàöèè. Åñëè çàäà÷ó àíàëèçà óäàëîñü ñâåñòè ê îäíîìåðíîé âûïóêëîé ìè-

íèìèçàöèè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ

îòñóòñòâóåò óòâåðæäåíèå î ñòðîãîé âûïóêëîñòè öåëåâîé ôóíêöèè è ãðàíèöàõ èíòåðâàëà

äëÿ ïàðàìåòðà α. Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà-

÷åé, îäíàêî íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ìåòîä ñõîäèòñÿ è ïðèòîì âåñüìà áûñòðî.

Ââåäÿ â ìàòðè÷íîì íåðàâåíñòâå (6) ïåðåìåííóþ β = 1/
√
α, ïîëó÷àåì

(17) AP + PAT +
1

β2
P + β2DDT 4 0.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà

Y TX−1Y < Y + Y T −X,

ãäå X ≻ 0 � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, à Y� ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, èìååì

1

β2
P 4 F (2βF − P )−1F,

ãäå F = FT ∈ Rn×n � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, òàêàÿ ÷òî 2βF−P ≻ 0. Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî

ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

(18) AP + PAT + F (2βF − P )−1F + β2DDT 4 0,

ýêâèâàëåíòíîå ïî ëåììå Øóðà ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

(19)

AP + PAT βD F

∗ −I 0

∗ ∗ P − 2βF

 4 0,

òî âûïîëíåíî è íåðàâåíñòâî (17).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å SDP:

trCPCT −→ min ïðè îãðàíè÷åíèè (19).

Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó, ïîëó÷èì íåêîòîðóþ îöåíêó îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà. Âçÿâ â êà-

÷åñòâå F0 ïðîèçâîëüíóþ (äîñòàòî÷íî áîëüøóþ) ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó, íà (k + 1)-ì

èòåðàöèîííîì øàãå áóäåì ïîëàãàòü

Fk+1 =
Pk

βk

.

2.3. Äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà

Ââåäåì àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ è äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(20)
xk+1 = Axk +Dwk,

zk = Cxk
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ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, ãäå A ∈ Rn×n, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, xk ∈ Rn �

ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, zk ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, wk ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ

(21) ∥wk∥ 6 1, k = 0, 1, 2, . . .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ l∞-îãðàíè÷åííûå âíåøíèå âîçìóùåíèÿ. Êëàññ òàêèõ âîç-

ìóùåíèé áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (20) óñòîé÷èâà (ò. å. ìàòðèöà A øóðîâñêàÿ � åå ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà), ïàðà (A,D) óïðàâëÿåìà, C � ìàòðèöà

ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà.

Ïîíÿòèå äîñòèæèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå,

êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå � ýòî òå òî÷êè, â êîòîðûå ìîæíî ïîïàñòü èç íà÷àëà êîîðäè-

íàò ïðè âñåâîçìîæíûõ äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèÿõ. Ýòî ìíîæåñòâî äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû

îãðàíè÷åíî è âûïóêëî, íî îíî îòëè÷íî îò ýëëèïñîèäà. Îïèñàíèå äîñòèæèìûõ ìíîæåñòâ

ïðèâåäåíî â êíèãå À.Á. Êóðæàíñêîãî [22]; åãî âíåøíèå è âíóòðåííèå àïïðîêñèìàöèè ñ

ïîìîùüþ ýëëèïñîèäîâ ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî [23]. Â äàëüíåéøåì áóäåì

èñïîëüçîâàòü äðóãîå îïèñàíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû � ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñî-

èäîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

(22) Ex =
{
xk ∈ Rn : xT

kP
−1xk 6 1

}
, P ≻ 0,

íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî ïåðåìåííîé xk (ïî ñîñòîÿíèþ) äëÿ äèñêðåòíîé äèíàìè÷å-

ñêîé ñèñòåìû (20), (21), åñëè èç óñëîâèÿ x0 ∈ Ex ñëåäóåò xk ∈ Ex äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ

âðåìåíè k = 1, 2, . . . Ìàòðèöó P áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ýëëèïñîèäà Ex.

Êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä ÿâëÿåòñÿ è ïðèòÿãèâàþùèì,

ò. å. ïðè x0 ̸∈ Ex áóäåò xk → Ex, k → ∞ (ïðè ýòîì, âîçìîæíî, xk ∈ Ex ïðè k > K äëÿ

íåêîòîðîãî K ∈ N).
Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè, ëåæàùåé â ýëëèïñî-

èäå Ex, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíàäëåæèò ýòîìó ýëëèïñîèäó, à òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû,

èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè âíå ýëëèïñîèäà Ex, ñòðåìèòñÿ ê ýëëèïñîèäó Ex ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàìå÷àíèå 1 ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå.

Â [29] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 1.

Ò å î ð å ì à 2. Ýëëèïñîèä Ex ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (20), (21) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó

ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

(23)
1

α
APAT − P +

1

1− α
DDT 4 0

ïðè íåêîòîðîì ρ2(A) < α < 1, ãäå ρ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A.

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

Ëÿïóíîâà

V (xk) = xT
kQxk, Q ≻ 0,
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ïîñòðîåííóþ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (20). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî

òðàåêòîðèè xk ñèñòåìû (20) íå âûõîäÿò çà ãðàíèöó ýëëèïñîèäà

(24) Ex =
{
xk ∈ Rn : V (xk) 6 1

}
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

(25) V (xk+1) 6 1 ∀(xk, wk) : V (xk) 6 1, wT
k wk 6 1.

Äàëåå, óñëîâèå (25) çàïèøåì êàê

(26) (Axk +Dwk)
TQ(Axk +Dwk) 6 1 ∀(xk, wk) : xT

kQxk 6 1, wT
k wk 6 1.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð s =

(
x

w

)
∈ Rn+m è ìàòðèöû

M0 =

(
ATQA ATQD

DTQA DTQD

)
, M1 =

(
Q 0

0 0

)
, M2 =

(
0 0

0 I

)
;

òîãäà (26) ïðèìåò âèä

f0(s) 6 1 ∀s : f1(s) 6 1, f2(s) 6 1,

ãäå fi(s) = sTMis, i = 0, 1, 2. Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ á) â ëåììå 2 âûïîëíÿþòñÿ, òî ñîîòíîøåíèå

(26) ýêâèâàëåíòíî

M0 − αM1 − βM2 4 0

ïðè α, β > 0 òàêèõ, ÷òî α + β 6 1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå(
ATQA− αQ ATQD

DTQA DTQD − βI

)
4 0

èëè ñ ó÷åòîì ëåììû Øóðà

(27) ATQA− αQ 4 ATQD(DTQD − βI)−1DTQA.

Âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìîé ëåììîé îá îáðàùåíèè ìàòðèö [51], êîòîðóþ ïðèâåäåì

â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.

Ë å ì ì à 3 (îá îáðàùåíèè ìàòðèö).

(28) (X − Y ZY T)−1 = X−1 +X−1Y (Z−1 − Y TX−1Y )−1Y TX−1,

ãäå X è Z � êâàäðàòíûå îáðàòèìûå ìàòðèöû, Y � ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåð-

íîñòè, à ìàòðèöà X − Y ZY T îáðàòèìà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3 ñîîòíîøåíèå (27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

αQ < AT
(
Q−1 − 1

β
DDT

)−1
A.
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Ïîëàãàÿ P = Q−1, ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

1

α
APAT − P +

1

β
DDT 4 0.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà

Ω1 =
{
(P, α) :

1

α
APAT − P +

1

1− α
DDT 4 0, 0 < α < 1

}
è

Ω2 =
{
(P, α) :

1

α
APAT − P +

1

β
DDT 4 0, α, β > 0, α + β 6 1

}
ñîâïàäàþò, òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü

β = βmax = 1− α.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (23). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ýë-

ëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé P ≻ 0 ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà

(23) ïðè íåêîòîðîì 0 < α < 1.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3. Èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû òðàåêòîðèè xk ñèñòåìû (20), èñõîäÿ èç òî÷êè âíå ýë-

ëèïñîèäà (24), ñòðåìèëèñü ê íåìó ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè

V (xk) > 1 (è âñåõ ∥wk∥ 6 1) âûïîëíÿëîñü V (xk+1) < V (xk). Ýòî óñëîâèå ïðåäñòàâèìî â

âèäå

V (xk) 6 1 ∀(xk, wk) : V (xk+1) > V (xk), wT
k wk 6 1

è ïî ëåììå 2 ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (23).

Ç à ì å ÷ à í è å 4. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (23) ìîæåò áûòü çàïèñàíî

â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå:−αP PAT 0

∗ −P D

∗ ∗ −(1− α)I

 4 0 èëè

−αQ ATQ 0

∗ −Q QD

∗ DTQ −(1− α)I

 4 0,

ãäå Q = P−1. Òàêîãî ðîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ïîëåçíûìè.

Äàëåå, êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, åñëè Ex � èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä (22) ñ ìàòðèöåé

P , òî âûõîä zk = Cxk ñèñòåìû (20) ïðè x0 ∈ Ex ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó

(29) Ez =
{
zk ∈ Rm : zTk (CPCT)−1zk 6 1

}
.

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî âûõîäà (l = 1) ýòîò ýëëèïñîèä ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîé

Ez =
{
zk ∈ R : |zk| 6

√
CPCT

}
,

â êîòîðîé áóäåò íàõîäèòüñÿ âûõîä zk ñèñòåìû. Ýëëèïñîèä (29) áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷èâà-

þùèì (ïî âûõîäó). Îòìåòèì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî ïðîñòî ÷èñëî, îãðàíè÷èâàþùåå

ñêàëÿðíûé âûõîä.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 4. [47] Ìèíèìàëüíûé ïî êðèòåðèþ (15) îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñîèä

ñèñòåìû (20), (21) ïðèíàäëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ýëëèïñîèäîâ, ïîðîæ-

äåííîìó ìàòðèöàìè P (α), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ Ëÿïóíîâà

(30)
1

α
APAT − P +

1

1− α
DDT = 0

íà èíòåðâàëå ρ2(A) < α < 1, ãäå ρ(A) = max
i

|λi(A)| � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû A.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ φ(α) = trCP (α)CT ñòðîãî âûïóêëà íà óêàçàííîì èíòåðâàëå.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ïîèñê ìèíèìàëüíîãî îãðàíè÷èâàþùåãî

ýëëèïñîèäà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îäíîìåðíîé âûïóêëîé ìèíèìèçàöèè ñðåäè îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîãî ñåìåéñòâà, ïîðîæäåííîãî óðàâíåíèåì (30).

3. Îáðàòíàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçü ïî ñîñòîÿíèþ: ñèíòåç

Äëÿ êîìïåíñàöèè âëèÿíèÿ îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íà âûõîä ñòàöèîíàðíîé

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ââîäèòñÿ ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè

ïî ñîñòîÿíèþ. Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ê ñèíòåçó óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñ-

êîìûé îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð, ìèíèìèçèðóþùèé âëèÿíèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé, çàäàåòñÿ

íàèìåíüøèì îãðàíè÷èâàþùèì ýëëèïñîèäîì ïî âûõîäó äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû.

3.1. Íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó

(31)
ẋ = Ax+B1u+Dw, x(0) = x0,

z = Cx+B2u,

ãäå A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×p, B2 ∈ Rl×p, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, x(t) ∈ Rn � ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñè-

ñòåìû, z(t) ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, u ∈ Rp � óïðàâëåíèå, w(t) ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (2); ïàðà (A,B1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C) íàáëþäàåìà.

Â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíåå âîçìóùåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó L2, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòî-

äû ïðåäîñòàâëÿþòñÿ H2- èëè H∞-îïòèìèçàöèåé [30, 52�54]. Ïî ñóùåñòâó, (ñì. [15�17, 52])

H∞-îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíûì óïðàâëåíèåì â äèôôåðåíöèàëüíîé

èãðå ïðîòèâ âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ. Â [53] âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà çàïèñü â ïðîñòðàí-

ñòâå ñîñòîÿíèé, â îòëè÷èå îò ïðåæíåé ÷àñòîòíîé ôîðìû. Îäíàêî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à H∞-

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå.

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðåãóëÿòîðà K â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé

ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ

(32) u = Kx,

êîòîðûé ñòàáèëèçèðóåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó è îïòèìàëüíî (â ñìûñëå ìèíèìàëüíîñòè ñëå-

äà îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó) ïîäàâëÿåò âîçäåéñòâèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé

w(t).
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Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå íåíóëåâîé êîìïîíåíòû B2u â âûõîäå ñèñòåìû (31) ïîçâîëÿåò

ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, êîãäà îäíîâðåìåííî ñ ìèíèìèçàöèåé âûõî-

äà ñòðåìèìñÿ èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ. Àëüòåðíàòèâîé ýòîìó

ïîäõîäó ÿâëÿåòñÿ ÿâíîå ââåäåíèå îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó óïðàâëåíèÿ; ýòîò ïîäõîä áóäåò

îñâåùåí íèæå.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å SDP è îäíî-

ìåðíîé ìèíèìèçàöèè.

Ò å î ð å ì à 3. [47] Ðåøåíèå P̂ , Ŷ , Ẑ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(33) tr[CPCT + CY TBT
2 +B2Y CT +B2ZB

T
2 ] −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(34)

(
AP + PAT + αP +B1Y + (B1Y )T D

DT −αI

)
4 0,

(35)

(
Z Y

Y T P

)
< 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P = PT ∈ Rn×n, Y ∈ Rp×n,

Z = ZT ∈ Rp×p è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó

CP̂CT + CŶ TBT
2 +B2Ŷ CT +B2ẐB

T
2

ìèíèìàëüíîãî (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó è ñòàòè÷å-

ñêèé ðåãóëÿòîð ïî ñîñòîÿíèþ

K̂ = Ŷ P̂−1,

îïòèìàëüíî ïîäàâëÿþùèé âíåøíèå âîçìóùåíèÿ.

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ñèñòåìà (31) ñ ó÷åòîì (32) ïðèíèìàåò çàìêíóòûé

âèä

(36)
ẋ = (A+B1K)x+Dw,

z = (C +B2K)x.

Ïðèìåíÿÿ ê íåé ðåçóëüòàò òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ìèíèìèçàöèè

(37) tr[(C +B2K)P (C +B2K)T] −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèè

(38) (A+B1K)P + P (A+B1K)T + αP +
1

α
DDT 4 0.

Â ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (38) ïåðåìåííûå P è K âõîäÿò íåëèíåéíûì îáðàçîì. Ââåäåì

ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ

Y = KP.
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Òîãäà íåðàâåíñòâî (38) ïðèìåò ëèíåéíûé (ïî ïåðåìåííûì P è Y ) âèä

AP + PAT + αP +B1Y + (B1Y )T +
1

α
DDT 4 0.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî ëåììåØóðà ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

(34).

Äàëåå, ñ ó÷åòîì ââåäåííîé ïåðåìåííîé Y öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â (37) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

f(P, Y ) = tr[CPCT + CY TBT
2 +B2Y CT +B2Y P−1Y TBT

2 ].

×òîáû ñâåñòè çàäà÷ó ê ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè, ââåäåì ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ

Z = ZT ∈ Rp×p, òàêóþ ÷òî

(39) Z < Y P−1Y T.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè f(P, Y ) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè (33) ïðè

îãðàíè÷åíèè (39). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (39) ïî ëåììå Øóðà ýêâèâàëåíòíî

ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (35), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñòàòè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî ñîñòîÿíèþ (32),

îïòèìàëüíî (â ñìûñëå ñëåäà îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó ñèñòåìû) ïîäàâëÿþ-

ùåãî âíåøíèå âîçìóùåíèÿ â ñèñòåìå (31), (2), ýêâèâàëåíòíà ïîëó÷åííîé çàäà÷å (33)�(35),

ò. å. ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì α äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ìèíèìè-

çàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè (33) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (34)�(35), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ëèíåéíîå

ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî, ò. å. çàäà÷ó SDP, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ê êëàññó çàäà÷ âûïóêëîé

îïòèìèçàöèè.

Ç à ì å ÷ à í è å 5. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3 îòñóòñòâóåò óòâåðæäåíèå î ñòðîãîé

âûïóêëîñòè öåëåâîé ôóíêöèè è ãðàíèöàõ èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà α. Îäíîìåðíàÿ ìè-

íèìèçàöèÿ ïî α âñåãäà îêàçûâàëàñü âûïóêëîé, îäíàêî ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ôàêòà

îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîãëàñíî (32)

∥u∥ 6 max
xTP̂−1x61

∥K̂x∥ =
∥∥K̂P̂ 1/2

∥∥.
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ê ïîäàâëåíèþ âíåøíèõ âîçìóùåíèé

åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü ââåäåíèå îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå. Ïóñòü

(40) ∥u∥ 6 µ, µ > 0.

Â [47] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå;

ïðèâåäåì åå â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.

Ë å ì ì à 4. Îãðàíè÷åíèå (40) äëÿ ñèñòåìû (31), (2) ãàðàíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèåì

ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà

(41)

(
P Y T

Y µ2I

)
< 0,

ãäå P � ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà ñèñòåìû, à Y = KP .
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Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (x) äëÿ çàìêíóòîé

ñèñòåìû, òàêàÿ ÷òî V̇ (x) 6 0 ïðè V (x) > 1 è wTw 6 1. Åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ öåëüþ

íàéòè îãðàíè÷åííîå âíåøíåå âîçìóùåíèå w̃(t), ìàêñèìèçèðóþùåå V̇ (x) (òàê íàçûâàåìîå

�íàèõóäøåå� âîçìóùåíèå). Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé2 [47].

Ë å ì ì à 5. Äëÿ ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû (31), (2) íàèõóäøåå âîçìóùåíèå w̃(t)

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

w̃(t) =
DTP̂−1x(t)

∥DTP̂−1x(t)∥
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âîçìóùåíèå îäíîìåðíî, òî

w̃(t) = sign
(
DTP̂−1x(t)

)
.

Ç à ì å ÷ à í è å 6. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ìîæíî âûáðàòü íîðìó ìàòðèöû îãðà-

íè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó çàìêíóòîé ñèñòåìû, ò. å. ìèíèìèçèðîâàòü ðàäèóñ

øàðà, ñîäåðæàùåãî ýòîò ýëëèïñîèä. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêæå äîïóñêàåò ðåøå-

íèå â òåðìèíàõ LMI è SDP. Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã òåîðåìû 3 ìîæåò áûòü ïîëó÷åí

äîáàâëåíèåì ê óñëîâèÿì òåîðåìû åùå îäíîãî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà

(42) CPCT + CY TBT
2 +B2Y CT +B2ZB

T
2 4 λI

è çàìåíîé (33) íà ìèíèìèçàöèþ ïî ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé λ.

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî åâêëèäîâûõ îãðàíè÷åíèé (2) íà äîïóñòèìûå âîçìóùåíèÿ ìîæíî

íàëîæèòü èíòåðâàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

|wi(t)| 6 1 ∀t > 0, i = 1, . . . ,m.

Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå ìîæíî ïîëó÷èòü ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è â òåðìèíàõ LMI è

SDP. Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã òåîðåìû 3 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé (34) íà

(43)

(
AP + PAT + αP +B1Y + (B1Y )T D

DT − diag
{
β1 . . . βm

}) 4 0

ñ äîáàâëåíèåì îãðàíè÷åíèÿ
m∑
i=1

βi 6 α,

ãäå β1, . . . , βm � äîïîëíèòåëüíûå ñêàëÿðíûå ïåðåìåííûå.

Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà, îïèñàííîãî â ðàçäåëå 2.2, äëÿ çàäà÷è

(31), (2). Ïðèìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ òåõíèêó ê çàìêíóòîé ñèñòåìå (36) è ââîäÿ ìàòðè÷íóþ

ïåðåìåííóþ

Y = KP,

ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

(44)

AP + PAT +B1Y + (B1Y )T βD F

∗ −I 0

∗ ∗ P − 2βF

 4 0.

2Â íåé, ïî-ñóùåñòâó, ïðîèñõîäèò âûõîä çà êëàññ ïðîãðàììíûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé è äîïóñêàåòñÿ èõ

çàâèñèìîñòü îò ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè (33) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (44) è (35). Êàê

è ðàíåå, âçÿâ â êà÷åñòâå F0 ïðîèçâîëüíóþ (äîñòàòî÷íî áîëüøóþ) ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó,

íà (k + 1)-ì èòåðàöèîííîì øàãå áóäåì ïîëàãàòü

Fk+1 =
Pk

βk

.

Àâòîðàìè ðàçðàáîòàíû ìîäèôèêàöèè èòåðàòèâíîãî ìåòîäà äëÿ âñåõ òèïîâ çàäà÷, ðàñ-

ñìîòðåííûõ â íàñòîÿùåì îáçîðå; ìåòîä ïîëíîñòüþ ðàñïðîñòðàíèì è íà äèñêðåòíûå âàðè-

àíòû çàäà÷.

Ç à ì å ÷ à í è å 7. Ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìûå â îáçîðå (êàê íåïðåðûâíûå, òàê è äèñ-

êðåòíûå) îòíîñÿòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ strictly proper systems,3 â âûõîäå êîòîðûõ

îòñóòñòâóåò êîìïîíåíòà âíåøíèõ âîçìóùåíèé, â îòëè÷èå îò proper systems, â âûõîäå

êîòîðûõ âíåøíèå âîçìóùåíèÿ ïðèñóòñòâóþò. Ïðåäëàãàåìûé èòåðàòèâíûé ìåòîä ëåãêî

ðàñïðîñòðàíèì íà proper systems â îòëè÷èå îò îïèñûâàåìîãî â îáçîðå ïîäõîäà, êîòîðûé

ïðèâîäèò â ýòîì ñëó÷àå ê ìíîãîìåðíîé ìèíèìèçàöèè.

3.2. Îäíîìåðíûå çàäà÷è

Ïîêàæåì, ÷òî ïðèâåäåííûå ìåòîäû ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ ïîçâîëÿþò ðåøàòü ìíîãèå êëà-

ññè÷åñêèå èíæåíåðíûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ñ îäíèì âõîäîì � îäíèì

âûõîäîì. Â ýòèõ çàäà÷àõ îáû÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ òðåáîâàíèÿ ê ïåðåõîäíîìó ðåæèìó, ò. å.

ê ðåàêöèè ñèñòåìû íà åäèíè÷íûé ñêà÷îê. Îäíàêî åäèíè÷íûé ñêà÷îê ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îãðàíè÷åííîãî âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ, ïîýòîìó ê íåìó ìîæíî

ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå îöåíêè. Íàïðèìåð, åñëè ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñêàëÿðíîãî

âûõîäà z ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñêàëÿðíûé âõîä |w(t)| 6 1 c ïîìîùüþ òåîðåìû 3 è íàéäåííûé

îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñîèä (â äàííîì ñëó÷àå èíòåðâàë) çàäàåòñÿ ÷èñëîì r, òî ýòî ãàðàí-

òèðóåò, ÷òî ðåàêöèÿ íà åäèíè÷íûé ñêà÷îê íå ïðåâîñõîäèò r äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëó÷èì îöåíêó âîçìîæíîãî ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ. Âàæíî, ÷òî ýòà îöåíêà âåð-

íà íå òîëüêî äëÿ íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (êàê ýòî ïðèíÿòî â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå

çàäà÷è), íî è äëÿ âñåõ x(0) èç èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ñèíòåçà

ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà, îáåñïå÷èâàþùåãî çàäàííîå ïåðåðåãóëèðîâàíèå, îòíîñèòñÿ

ê ÷èñëó òðóäíûõ â òðàäèöèîííîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ìîãóò ðåøàòüñÿ è äðóãèå ïðîáëåìû (î âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ, î ñòåïåíè çàòóõàíèÿ

è ò.ï.).

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà îöåíêå âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü P � ìàòðèöà èíâàðè-

àíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ ñèñòåìû (1), (2). Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òðàåêòîðèè ñèñòåìû,

èñõîäÿùèå èç òî÷åê âíå èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà, ñòðåìÿòñÿ ê ýòîìó ýëëèïñîèäó ñ òå÷å-

íèåì âðåìåíè. Â [55] ïîëó÷åíà îöåíêà âðåìåíè Tγ, çà êîòîðîå òðàåêòîðèè ñèñòåìû, èñõî-

äÿùèå èç òî÷êè x0 âíå ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé γP , γ > 1, äîñòèãíóò ýòîãî ýëëèïñîèäà (â

÷àñòíîñòè, äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ îáû÷íî áåðóò γ = 1,05).

Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü P � ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ ñèñòåìû (1),

(2), x0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû âíå ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé γP , γ > 1. Òîãäà äëÿ

3Ðóññêîÿçû÷íûé àíàëîã òåðìèíà, ïî-âèäèìîìó, îòñóòñòâóåò.
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âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ â ñèñòåìå (1), (2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Tγ 6 1

αP

ln
xT
0 P

−1x0 − 1

γ − 1
,

ãäå αP � ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòðèöå P çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α èç ñëåäñòâèÿ 2.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5. Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (1) ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå

ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé δP , δ > γ > 1, òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 4

Tγ 6 1

αP

ln
δ − 1

γ − 1
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè, ê ìîìåíòó âðåìåíè Tγ âûõîä z ñèñòåìû (1)

çàâåäîìî äîñòèãíåò ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé γCPCT (íàïîìíèì, ÷òî CPCT � ìàòðèöà îãðà-

íè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà).

Îòìåòèì, ÷òî â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 áûë íàéäåí �ôèçè÷åñêèé ñìûñë� ïàðà-

ìåòðà α â ñëåäñòâèè 2: ïàðà (P, α), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (16), îïðåäåëÿåò ìàòðè-

öó P èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà è íàèìåíüøóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü α ñòðåìëåíèÿ

êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ïîñòðîåííûõ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1), (2) ïðè äàííîé

ìàòðèöå P èçâíå ê ýòîìó ýëëèïñîèäó.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà çàäà÷ó ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü P � ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ ñèñòåìû (31),

(2), x0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû âíå ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé γP , γ > 1. Òîãäà äëÿ

âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ â ñèñòåìå (31), (2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Tγ 6 1

αP

ln
xT
0 P

−1x0 − 1

γ − 1
,

ãäå αP � ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòðèöå P çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α èç òåîðåìû 3.

3.3. Ïðèìåð: äâóõìàññîâàÿ ñèñòåìà

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ïîäàâëåíèþ âíåøíèõ âîçìóùåíèé ñ èñïîëü-

çîâàíèåì èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ íà ïðèìåðå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äâóõìàññîâîé ñèñòå-

ìîé [56], ò. å. ñèñòåìîé èç äâóõ òâåðäûõ òåë ñ ìàññàìè m1 è m2, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíîé ñ

êîýôôèöèåíòîì óïðóãîñòè k, ñêîëüçÿùèõ áåç òðåíèÿ âäîëü íåïîäâèæíîãî ãîðèçîíòàëüíî-

ãî ñòåðæíÿ (ðèñ. 1). Ýòà çàäà÷à ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êàê òåñòîâàÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ

ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ.

Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u ïðèêëàäûâàåòñÿ ê ëåâîìó òåëó ñ öåëüþ êîìïåíñèðîâàòü

âëèÿíèå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ

w =
(
w1 w2

)T
,

êîìïîíåíòû êîòîðîãî âîçäåéñòâóþò íà ëåâîå è ïðàâîå òåëî ñîîòâåòñòâåííî. Âîçìóùåíèå

ïðåäïîëàãàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèþ (2), ò. å. ïðîèçâîëüíûì, íî îãðàíè÷åííûì

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, v1 ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòó è ñêîðîñòü ëåâîãî òåëà, à ÷åðåç x2, v2
� ïðàâîãî òåëà. Òîãäà

x =
(
x1 x2 v1 v2

)T
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åñòü âåêòîð ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîëíîñòüþ îïè-

ñûâàþùèé åå ïîâåäåíèå. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç çàêîíîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, íåïðå-

ðûâíàÿ ìîäåëü âîçìóùåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ1 = v1,

ẋ2 = v2,

v̇1 = − k

m1

x1 +
k

m2

x2 +
1

m1

u+
1

m1

w1,

v̇2 =
k

m2

x1 −
k

m2

x2 +
1

m2

w2,

èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå,

(45) ẋ = Ax+B1u+Dw,

ãäå

A =


0 0 1 0

0 0 0 1

− k
m1

k
m1

0 0
k
m2

− k
m2

0 0

 , B1 =


0

0
1
m1

0

 , D =


0 0

0 0
1
m1

0

0 1
m2

 .

Â êà÷åñòâå âûõîäà ñèñòåìû âîçüìåì âåêòîð

z =
(
u x2

)T
,

õàðàêòåðèçóþùèéñÿ âåëè÷èíîé óïðàâëåíèÿ è êîîðäèíàòîé ïðàâîãî òåëà, íà êîòîðîå íåïî-

ñðåäñòâåííî íå âîçäåéñòâóåò óïðàâëåíèå, ïîýòîìó

C =

(
0 0 0 0

0 1 0 0

)
, B2 =

(
1

0

)
.

Ïðè åäèíè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (k = m1 = m2 = 1) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3 áûë

ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð

K̂ ≈
(
−2,5439 0,7907 −2,4863 −1,8051

)
è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìèíèìàëüíûé (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñ ïî

âûõîäó çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé

(C +B2K̂)P̂ (C +B2K̂)
T
≈
(
13,7108 −4,6619

−4,6619 7,2202

)
.

Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ïàêåòû SeDuMi è YALMIP â ñèñòåìå Matlab.

C äðóãîé ñòîðîíû, ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûé ðåãóëÿòîð (c åäèíè÷íûìè âåñîâûìè ìàòðèöà-

ìè) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, íàéäåííûé ñ ïîìîùüþ Control System Toolbox â ñèñòåìå

Matlab (ïðîöåäóðà lqr), èìååò âèä

Klqr ≈
(
−0,6285 −0,0786 −1,1212 −0,8069

)
.
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Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåí íàéäåííûé ìèíèìàëüíûé îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñ ïî âûõîäó äëÿ

çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì K̂. Íà òîì æå ðèñóíêå ïðè îäíîì è òîì æå íà÷àëüíîì

ñîñòîÿíèè ñèñòåìû

x0 =
(
0,1 0,1 0,1 0,1

)T
è íàèõóäøåì âíåøíåì âîçìóùåíèè w̃(t), îïðåäåëÿåìîì ëåììîé 5, ïîñòðîåíû äâå òðàåê-

òîðèè âûõîäíîé ïåðåìåííîé � z(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿòîðó K̂ (ñïëîøíîé ëèíèåé) è

zlqr(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿòîðó Klqr (ïóíêòèðîì). Êðóæî÷êàìè ïîêàçàíû íà÷àëüíûå

òî÷êè òðàåêòîðèé z(0) è zlqr(0).

Âèäíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì Klqr âûõîäèò çà ïðåäåëû

îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà, òîãäà êàê òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì K̂

â íåì îñòàåòñÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáåðåì íîðìó ìàòðèöû îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèï-

ñîèäà ïî âûõîäó çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ñ ïîìîùüþ çàìå÷àíèÿ 6 áûë ïîñòðîåí

îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð

K̂ ≈
(
−2,3021 1,0364 −2,3770 −1,7754

)
è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìèíèìàëüíûé (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñ ïî

âûõîäó çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé

(C +B2K̂)P̂ (C +B2K̂)
T
≈
(
13,3842 −2,9563

−2,9563 10,6228

)
.

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí íàéäåííûé ìèíèìàëüíûé îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñ ïî âûõîäó (ñïëîø-

íîé ëèíèåé) äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì K̂ è íàèìåíüøèé êðóã (ïóíêòèðîì),

åãî ñîäåðæàùèé.

Íà òîì æå ðèñóíêå ïðè îäíîì è òîì æå íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû

x0 =
(
−1,2032 −2,2508 −1,6441 0,6584

)T
è íàèõóäøåì âíåøíåì âîçìóùåíèè w̃(t), îïðåäåëÿåìîì ëåììîé 5, ïîñòðîåíû äâå òðàåê-

òîðèè âûõîäíîé ïåðåìåííîé � z(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿòîðó K̂ (ñïëîøíîé ëèíèåé) è

zlqr(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿòîðó Klqr (ïóíêòèðîì). Êðóæî÷êàìè ïîêàçàíû íà÷àëüíûå

òî÷êè òðàåêòîðèé z(0) è zlqr(0).

Âèäíî, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì Klqr âûõî-

äèò çà ïðåäåëû îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà, òîãäà êàê òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ

ðåãóëÿòîðîì K̂ â íåì îñòàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñèíòåçà, ñïåöèàëüíî

íàöåëåííûé íà ïîäàâëåíèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé, èìååò ïðåèìóùåñòâà (ïî ýòîìó êðèòå-

ðèþ) ïåðåä òðàäèöèîííûìè ïîäõîäàìè.

Âòîðîé ïðèìåð � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ (èëè âñïëåñêà). Ðàññìîòðèì

ñèñòåìó (n = 10)

ẋ =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

x+


0

0
...

0

1

u+


0

0
...

0

1

w.
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Åñëè âûáèðàòü ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð Kr òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ó õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî ïîëèíîìà çàìêíóòîé ñèñòåìû âñå êîðíè áûëè ðàâíû âñåãî ëèøü −2, òî îêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óñèëåíèÿ â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè ïðåâûøàþò 1,5 · 104. Áîëåå òîãî,
ïðè x0 =

(
1 1 . . . 1

)T
(è åäèíè÷íîì âíåøíåì âîçìóùåíèè) êîìïîíåíòà x10(t) ðåøåíèÿ

x(t) çàìêíóòîé ñèñòåìû äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ≈ 2030, ò. å. íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âîçðàñòàåò

áîëåå, ÷åì â 2000 ðàç, ïðåæäå, ÷åì íà÷àòü óáûâàòü.

C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûõîäà z =
(
u x10

)T
ñèñòåìû ïðè îãðàíè-

÷åíèè P ≺ 5000I íà ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3 áûë ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé

ðåãóëÿòîð K̂ ñ êîìïîíåíòàìè |K̂i| 6 250, ïðè êîòîðîì max
t

|x10(t)| 6 70, à max
t

|u(t)| 6 970.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì max
i

max
t

|xi(t)| 6 130.

Íà ðèñ. 4 ïðè íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè x0 è åäèíè÷íîì âíåøíåì âîçìóùåíèè ïîñòðîåíû

äâå òðàåêòîðèè: x10(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿòîðó K̂ (ñïëîøíîé ëèíèåé), è xr
10(t), ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿòîðó Kr (ïóíêòèðîì).

3.4. Äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà

Ïðèâåäåì â ýòîì ðàçäåëå äèñêðåòíûå àíàëîãè ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàññìîòðèì

ëèíåéíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó

(46)
xk+1 = Axk +B1uk +Dwk,

zk = Cxk +B2uk

ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, ãäå A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×p, B2 ∈ Rl×p, D ∈ Rn×m,

C ∈ Rl×n, xk ∈ Rn � ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, zk ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, uk ∈ Rp �

óïðàâëåíèå, wk ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (21); ïàðà

(A,B1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C) íàáëþäàåìà.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåãóëÿòîð K â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòî-

ÿíèþ

(47) uk = Kxk,

îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìàëüíûé ïî êðèòåðèþ ñëåäà (15) ðàçìåð îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñî-

èäà ïî âûõîäó (29).

Â [47] óñòàíîâëåí äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû 3; ïðèâåäåì åãî â ñëåäóþùåé ôîðìóëè-

ðîâêå.

Ò å î ð å ì à 6. Ðåøåíèå P̂ , Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(48) tr[CPCT + CY TBT
2 +B2Y CT +B2ZB

T
2 ] −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(49)

−αP (AP +B1Y )T 0

∗ −P D

∗ ∗ −(1− α)I

 4 0,

(
Z Y

Y T P

)
< 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P = PT ∈ Rn×n, Y ∈ Rp×n,

Z = ZT ∈ Rp×p è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó

CP̂CT + CŶ TBT
2 +B2Ŷ CT +B2ẐB

T
2
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ìèíèìàëüíîãî (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó è ñòàòè÷å-

ñêèé ðåãóëÿòîð ïî ñîñòîÿíèþ

K̂ = Ŷ P̂−1,

îïòèìàëüíî ïîäàâëÿþùèé âíåøíèå âîçìóùåíèÿ.

Êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî [47] èñõîäíàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñòàòè÷åñêîãî ðåãó-

ëÿòîðà ïî ñîñòîÿíèþ (47), îïòèìàëüíî (â ñìûñëå ñëåäà îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî

âûõîäó ñèñòåìû) ïîäàâëÿþùåãî âíåøíèå âîçìóùåíèÿ â ñèñòåìå (46), (21), ýêâèâàëåíòíà

ïîëó÷åííîé çàäà÷å (48)�(49), ò. å. ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòà-

òî÷íûìè.

Êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 6 îòñóòñòâóåò óòâåðæäåíèå î

ñòðîãîé âûïóêëîñòè öåëåâîé ôóíêöèè è ãðàíèöàõ èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà α.

Ïðè ýòîì, êàê è ðàíåå,

∥uk∥ 6
∥∥K̂P̂ 1/2

∥∥.
Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6 ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (xk) äëÿ çàìêíóòîé

ñèñòåìû òàêàÿ, ÷òî V (xk+1) 6 1 ïðè V (xk) 6 1 è wT
k wk 6 1. Åñòåñòâåííî íàéòè îãðàíè÷åí-

íîå âíåøíåå âîçìóùåíèå w̃k, ìàêñèìèçèðóþùåå V (xk+1) (�íàèõóäøåå� âîçìóùåíèå). Îòâåò

äàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé [47], ÿâëÿþùåéñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ëåììû 5.

Ë å ì ì à 6. Äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû (46), (21) îäíîìåðíîå íàèõóäøåå

âîçìóùåíèå w̃k çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

w̃k = sign
(
DTP̂−1(A+B1K̂)xk

)
.

4. Çàäà÷à ôèëüòðàöèè

Çàäà÷à ôèëüòðàöèè (ò. å. îöåíêè ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî èçìåðåíèÿì) ïðè

ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ äîïóñêàåò ïðàêòè÷åñêè èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ôè-

ëüòðà Êàëìàíà. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ïðåäïîëîæåíèå î ñëó÷àéíîñòè øóìîâ ÿâëÿ-

åòñÿ íåîïðàâäàííûì; ÷àñòî èçâåñòíî ëèøü, ÷òî âñå âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè,

à â îñòàëüíîì ïðîèçâîëüíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñòðîèòü ãàðàíòèðîâàííûå (à íå âåðî-

ÿòíîñòíûå) îöåíêè ñîñòîÿíèé. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â êîíöå 60-õ � íà÷àëå 70-õ ãã.

ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ àìåðèêàíñêèõ ó÷åíûõ Ã. Âèöåíõàóçåíà, Ä. Áåðòñåêàñà è È. Ðîäåñà,

Ô. Øâåïïå [20]. Ïðèìåðíî â ýòî æå âðåìÿ ïîäîáíûå ïðîáëåìû ðàçðàáàòûâàëèñü â ñåìè-

íàðå Í.Í. Êðàñîâñêîãî òàêèìè èññëåäîâàòåëÿìè êàê À.Á. Êóðæàíñêèé, À.È. Ñóááîòèí,

Þ.Ñ. Îñèïîâ è äð., ñì. [22]. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýòîò êðóã èññëåäîâàíèé âíåñ Ô.È. ×åð-

íîóñüêî [23]. Â ÷àñòíîñòè, â [20,22,23] áûëà ðàçâèòà ýëëèïñîèäàëüíàÿ òåõíèêà ôèëüòðàöèè.

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè â [57�61].

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ôèëüòðàöèè ñ îãðàíè÷åííûìè íåñëó-

÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷, êîãäà âñå ïàðàìåòðû ìîäåëè

íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Áîëåå òîãî, èùåòñÿ îöåíêà ñîñòîÿíèÿ òàêàÿ, ÷òî åå îøèáêà ãàðàí-

òèðîâàííî çàêëþ÷åíà â èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ò. å. îöåí-

êà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. Ñàì ôèëüòð òàêæå èùåòñÿ â êëàññå ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ

ôèëüòðîâ. Â ýòîì ñóæåííîì êëàññå çàäà÷ è îöåíîê ïðîáëåìà îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ðàç-

ðåøèìîé, ò. å. óäàåòñÿ ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ôèëüòð è îöåíêó ñîñòîÿíèÿ. Ýòèì äàííàÿ
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ïîñòàíîâêà çàäà÷è îòëè÷àåòñÿ îò óïîìÿíóòûõ âûøå; òàì ðàññìàòðèâàëèñü áîëåå îáùèå ìî-

äåëè, îäíàêî ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå áûëî ëèøü ñóáîïòèìàëüíûì, à ðàâíîìåðíîñòü îöåíîê íå

èìåëà ìåñòà.

Ïðèìåíÿåìûé àïïàðàò ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ ðàíåå íå î÷åíü øèðîêî ïðèìå-

íÿëñÿ â çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè; èñêëþ÷åíèåì ìîæåò ñëóæèòü ñòàòüÿ [32]. Â [62,63], êîòîðûå

îïèñàíû íèæå, âî-ïåðâûõ, äàþòñÿ áîëåå ïðîñòûå è òî÷íûå îöåíêè êà÷åñòâà ôèëüòðàöèè;

âî-âòîðûõ, îíè îáîáùàþòñÿ íà äèñêðåòíûé ñëó÷àé; â-òðåòüèõ, èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå îöå-

íîê ïðè áîëüøèõ íà÷àëüíûõ óêëîíåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

(50)
ẋ = Ax+D1w, x(0) = x0,

y = Cx+D2w,

ãäå A ∈ Rn×n, D1 ∈ Rn×m, D2 ∈ Rl×m, C ∈ Rl×n, ñ ôàçîâûì ñîñòîÿíèåì x(t) ∈ Rn, íàáëþäà-

åìûì âûõîäîì y(t) ∈ Rl è âíåøíèì âîçìóùåíèåì (øóìîì) w(t) ∈ Rm, óäîâëåòâîðÿþùèì

îãðàíè÷åíèþ (2); ïàðà (A,D1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C) íàáëþäàåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçäå-

ëèòü êîìïîíåíòû, ïîðîæäåííûå âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè â ñîñòîÿíèè è âûõîäå ñèñòåìû,

ïîòðåáóåì, ÷òîáû D1D
T
2 = 0.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå x ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ è èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå ïðåäîñòàâ-

ëÿåòñÿ åå âûõîäîì y. Ïîñòðîèì ôèëüòð, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì îòíîñèòåëüíî îöåíêè ñîñòîÿíèÿ x̂, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ ðàññîãëàñîâàíèå âûõîäà y

è åãî ïðîãíîçà Cx̂:

(51) ˙̂x = Ax̂+ L(y − Cx̂).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñòðóêòóðà ôèëüòðà çàäàåòñÿ çàðàíåå � îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñòàöèî-

íàðíûì, ïîäëåæèò âûáîðó ëèøü ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà L. Ýòà ñòðóêòóðà òàêàÿ æå, êàê â

èçâåñòíîì íàáëþäàòåëå Ëþåíáåðãåðà [64].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåâÿçêó

e(t) = x(t)− x̂(t),

õàðàêòåðèçóþùóþ òî÷íîñòü ôèëüòðàöèè. Çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî (â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå) åäèíîãî èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà E , ñîäåðæàùåãî íåâÿçêó e. Òà-

êèì îáðàçîì, îöåíèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ (à ïðè ìàëûõ óêëîíåíèÿõ è ðàâíîìåðíàÿ ïî t)

òî÷íîñòü ôèëüòðàöèè.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû

îäíîãî èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà. Èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ ìíîãî, öåëü � íàéòè ìè-

íèìàëüíûé èç íèõ ïðè ôèêñèðîâàííîì ñòàáèëèçèðóþùåì L, à çàòåì äîáèòüñÿ ìèíèìóìà

ýòîãî ýëëèïñîèäà ïî L. Ïî-ïðåæíåìó óäîáíî ñ÷èòàòü òîò ýëëèïñîèä ìèíèìàëüíûì, ó êî-

òîðîãî ìèíèìàëåí ñëåä åãî ìàòðèöû.

Â [62] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 7. Ðåøåíèå Q̂, Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(52) trH −→ min

24



ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(53)

(
ATQ+QA+ αQ− Y C − (Y C)T QD1 − Y D2

(QD1 − Y D2)
T −αI

)
4 0,

(54)

(
H I

I Q

)
< 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì Q = QT ∈ Rn×n, Y ∈ Rn×l,

H = HT ∈ Rn×n è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó

P̂ = Q̂−1

ìèíèìàëüíîãî (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ íåâÿçêè è ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ýòîìó ýëëèïñîèäó îïòèìàëüíóþ ìàòðèöó ôèëüòðà

L̂ = Q̂−1Ŷ .

Â [62] ïîêàçàíî, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîé (â ñìûñëå ñëåäà èíâàðè-

àíòíîãî ýëëèïñîèäà, ñîäåðæàùåãî íåâÿçêó) ìàòðèöû ôèëüòðà (51) äëÿ ñèñòåìû (50), (2)

ýêâèâàëåíòíà ïîëó÷åííîé çàäà÷å (52)�(54), ò. å. ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäè-

ìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

Îòìåòèì, ÷òî îäíîìåðíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïî α âíîâü îêàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, îäíàêî ñòðî-

ãîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ôàêòà îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû:

x(0) ∈ E0 =
{
x ∈ Rn : xTP−1

0 x 6 1
}
.

Òîãäà âûáèðàÿ x̂(0) = 0 ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî e(0) ∈ E0. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

E0 ⊂ E , òî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî e(t) ∈ E äëÿ âñåõ t. Èòàê, åñëè ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ

ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ â òåîðåìå 7 äîáàâèòü ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

Q 4 P−1
0 ,

òî ïîëó÷èì íå òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêóþ, íî è ñïðàâåäëèâóþ äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè

îöåíêó òî÷íîñòè ôèëüòðàöèè.

Ç à ì å ÷ à í è å 8. Íåðåäêî íóæíî îöåíèâàòü êà÷åñòâî ôèëüòðàöèè íå âñåõ êîîðäèíàò

ñîñòîÿíèÿ x, à ëèøü íåêîòîðûõ. Ïóñòü èìååòñÿ âûõîä

y1 = C1x

(íàïðèìåð, îäíà èç êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ) è æåëàòåëüíî ñäåëàòü îøèáêó åãî îöåíêè

e1 = y1 − ŷ1 = C1(x− x̂)

âîçìîæíî ìàëîé. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè trC1PCT
1 âìåñòî trP , ÷òî ëåãêî

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (54):(
H C1

CT
1 Q

)
< 0.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è èíûìè êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè âìå-

ñòî ñóììû êâàäðàòîâ ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà. Íàïðèìåð, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü L∞-íîðìó

íåâÿçêè (êàê ýòî ñäåëàíî â [32]), ò. å. ðàäèóñ øàðà, ñîäåðæàùåãî ýëëèïñîèä E . Äëÿ ýòîãî

ïîòðåáóåì r −→ max ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè

Q < rI.

Àíàëîãè÷íûå âûøåïðèâåäåííûì ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñè-

ñòåìû

(55)
xk+1 = Axk +D1wk,

yk = Cxk +D2wk

ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, ãäå A ∈ Rn×n, D1 ∈ Rn×m, D2 ∈ Rl×m, C ∈ Rl×n,

ñ ôàçîâûì ñîñòîÿíèåì xk ∈ Rn, íàáëþäàåìûì âûõîäîì yk ∈ Rl è âíåøíèì âîçìóùåíèåì

wk ∈ Rm, îãðàíè÷åííûì âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè: ∥wk∥ 6 1, k = 0, 1, 2, . . . ; ïàðà (A,D1)

óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C) íàáëþäàåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçäåëèòü êîìïîíåíòû, ïîðîæäåí-

íûå âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè â ñîñòîÿíèè è âûõîäå ñèñòåìû, ïîòðåáóåì D1D
T
2 = 0.

Ïîñòðîèì ôèëüòð, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé L îòíî-

ñèòåëüíî îöåíêè ñîñòîÿíèÿ x̂k:

(56) x̂k+1 = Ax̂k + L(yk − Cx̂k).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåâÿçêó ek = xk − x̂k. Çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêîé ìàò-

ðèöû L, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíîñòü èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà E , ñîäåðæàùåãî
íåâÿçêó ek.

Â [62] óñòàíîâëåí äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû 7, ïðèâåäåì åãî â ñëåäóþùåé ôîðìóëè-

ðîâêå.

Ò å î ð å ì à 8. Ðåøåíèå Q̂, Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(57) trH −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(58)

−αQ (QA− Y C)T 0

∗ −Q QD1 − Y D2

∗ ∗ −(1− α)I

 4 0,

(
H I

I Q

)
< 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì Q = QT ∈ Rn×n, Y ∈ Rn×l,

H = HT ∈ Rn×n è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó

P̂ = Q̂−1

ìèíèìàëüíîãî (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ íåâÿçêè è ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ýòîìó ýëëèïñîèäó îïòèìàëüíóþ ìàòðèöó ôèëüòðà

L̂ = Q̂−1Ŷ .
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Â [62] ïîêàçàíî, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîé (â ñìûñëå ñëåäà èíâàðè-

àíòíîãî ýëëèïñîèäà, ñîäåðæàùåãî íåâÿçêó) ìàòðèöû ôèëüòðà (56) äëÿ ñèñòåìû (55), (21)

ýêâèâàëåíòíà ïîëó÷åííîé çàäà÷å (57)�(58), ò. å. ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäè-

ìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå çàìå÷àíèå 8 òàêæå ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó.

Â ðàçäåëå 7 áóäóò ðàññìîòðåíû ðîáàñòíûå âàðèàíòû çàäà÷è, êîãäà îïèñàíèå ñèñòåìû

ñîäåðæèò íåîïðåäåëåííîñòè (ò. å. ìàòðèöû A,D1 âêëþ÷àþò îãðàíè÷åííûå íåîïðåäåëåííî-

ñòè). Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ôèëüòðà è ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê åãî òî÷íî-

ñòè, ñïðàâåäëèâûõ ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ. Ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà ñ

èñïîëüçîâàíèåì òîé æå òåõíèêè, ÷òî è âûøå.

5. Îáðàòíàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçü ïî âûõîäó

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíòåç îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó, êîòîðàÿ ìèíè-

ìèçèðóåò ðàçìåð èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó öåëü äàí-

íîé ðàáîòû � ñèñòåìàòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå òåõíèêè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è

ñâåäåíèå çàäà÷ ê ôîðìàòó ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî, êàê è â ïðåäûäóùèõ

ðàçäåëàõ, çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ïðî âûõîäó ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì â

âèäå LMI è çàäà÷å SDP. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ

íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà [18,64].

Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå áëèçêîé ê èçëàãàåìûì íèæå ðåçóëüòàòàì ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [32].

Îäíàêî â [32] ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à, òîãäà êàê íèæå àíàëèçèðóþò-

ñÿ ñëó÷àè è íåïðåðûâíîãî, è äèñêðåòíîãî âðåìåíè; êðîìå òîãî, èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå

îáîáùåíèÿ çàäà÷è ïî ñðàâíåíèþ ñ [32]: ñëó÷àé íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îãðàíè÷åí-

íûõ óïðàâëåíèé, ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè. Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû â

îñíîâíîì ïîëó÷åíû â [65].

5.1. Íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó

(59)

ẋ = Ax+B1u+D1w, x(0) = x0,

y = C1x+D2w,

z = C2x+B2u,

ãäå A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×p, B2 ∈ Rr×p, D1 ∈ Rn×m, D2 ∈ Rl×m, C1 ∈ Rl×n, C2 ∈ Rr×n, ñ

ôàçîâûì ñîñòîÿíèåì x(t) ∈ Rn, íàáëþäàåìûì âûõîäîì y(t) ∈ Rl, îïòèìèçèðóåìûì âûõî-

äîì z(t) ∈ Rr, óïðàâëåíèåì u ∈ Rp è âíåøíèì âîçìóùåíèåì w(t) ∈ Rm, óäîâëåòâîðÿþùèì

îãðàíè÷åíèþ (2); ïàðà (A,B1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C1) íàáëþäàåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàç-

äåëèòü êîìïîíåíòû, ïîðîæäåííûå âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè â ñîñòîÿíèè è íàáëþäàåìîì

âûõîäå ñèñòåìû, ïîòðåáóåì D1D
T
2 = 0.

Ñèñòåìà (59) ïðè âîçìóùåíèÿõ, îãðàíè÷åííûõ â L2, ðàññìàòðèâàëàñü â êëàññè÷åñêèõ

ðàáîòàõ ïî H2- è H∞-îïòèìèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, â [30] áûë ïîñòðîåí îáùèé äèíàìè÷åñêèé

ðåãóëÿòîð, ðåøàþùèé çàäà÷ó ñèíòåçà. Êàê è ðàíåå, ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åííûå âîç-

ìóùåíèÿ, à êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó ñèñòåìû.
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Ïóñòü ñîñòîÿíèå x ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ è èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå ïðåäîñòàâ-

ëÿåòñÿ åå âûõîäîì y. Çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå)

ýëëèïñîèäà, ñîäåðæàùåãî îïòèìèçèðóåìûé âûõîä z.

Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíâàðèàíòíûå ýëëèïñîèäû êàê õàðàêòåðèñòèêó âëè-

ÿíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íà òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à

ñîñòîèò â îöåíêå ñòåïåíè âëèÿíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íà âåêòîð âûõîäà ñèñòåìû z(t). Â

ýòîé ñâÿçè áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ìèíèìàëüíûìè â íåêîòîðîì ñìûñëå îãðàíè÷èâàþùèìè

ýëëèïñîèäàìè ïî âûõîäó ñèñòåìû.

Êàê è ðàíåå, â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðèòåðèé ñëåäà, êîòîðûé

ñîîòâåòñòâóåò ñóììå êâàäðàòîâ ïîëóîñåé îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó èñõîäíîé

ñèñòåìû. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå ôóíêöèè, íàïðèìåð îáúåì

èëè íàèáîëüøóþ ïîëóîñü ýëëèïñîèäà. Îäíàêî â ñèëó ëèíåéíîñòè íàèáîëåå ïðîñò èìåííî

êðèòåðèé ñëåäà. Òåì ñàìûì ñòåïåíü âëèÿíèÿ L∞-îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íà

âûõîä ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà, ìèíèìàëüíîãî ïî

êðèòåðèþ ñëåäà.

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä ëåãêî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âîçìîæíóþ íåîïðåäåëåííîñòü â íà-

÷àëüíîì óñëîâèè ñèñòåìû, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàçäåëå 2.

Ïîñòðîèì íàáëþäàòåëü, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, âê-

ëþ÷àþùèì â ñåáÿ ðàññîãëàñîâàíèå âûõîäà y è åãî ïðîãíîçà C1x̂:

(60) ˙̂x = Ax̂+B1u+ L(y − C1x̂).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè (ò. å. îöåíêè ñîñòîÿíèé ïðè îòñóòñòâèè óïðàâëåíèÿ)

ñâîéñòâà íàáëþäàòåëÿ (60) èññëåäîâàíû â ðàçäåëå 4.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåâÿçêó e(t) = x(t)− x̂(t); ñîãëàñíî (59), (60) îíà áóäåò óäîâëå-

òâîðÿòü äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ė = (A− LC1)e+ (D1 − LD2)w.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð g =

(
x̂

e

)
∈ R2n. Òîãäà ïðè ïîñòðîåíèè îáðàòíîé ñâÿçè ñ

ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà (60)

u = Kx̂

ïðèõîäèì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå

(61)
ġ = Ag +Dw,

z = Cg,

ãäå

A =

(
A+B1K LC1

0 A− LC1

)
, D =

(
LD2

D1 − LD2

)
, C =

(
C2 +B2K C2

)
.

Ýòî � çàäà÷à àíàëèçà, ðàññìîòðåííàÿ âûøå â ðàçäåëå 2. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîñòóïèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàêëþ÷èì g â ýëëèïñîèä Eg, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé

P =

(
P1 0

0 P2

)
∈ R2n×2n, P ≻ 0,
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è áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñîèä ïî âûõîäó z,

ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé CPCT.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, óñëîâèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, ò. å. ïðèâîäÿùèìè ê

ñóáîïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì, óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [65]; ïðèâåäåì åå â óòî÷íåííîé ôîðìó-

ëèðîâêå.

Ò å î ð å ì à 9. Ðåøåíèå P̂1, Q̂2, Ŷ1, Ŷ2, Ẑ1, Ĥ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(62) tr[C2(P1 +H)CT
2 +B2Y1C

T
2 + C2Y

T
1 BT

2 +B2Z1B
T
2 ] −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(63)


Z Y2C1 0 Y2D2

∗ ATQ2 +Q2A+ αQ2 − Y2C1 − (Y2C1)
T Q2D1 −Y2D2

∗ ∗ −αI 0

∗ ∗ ∗ −αI

 4 0,

(64)

(
2Q2 + Z I

I −(AP1 + P1A
T + αP1 +B1Y1 + (B1Y1)

T)

)
< 0,

(65)

(
Z1 Y1

Y T
1 P1

)
< 0,

(
H I

I Q2

)
< 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P1 = PT
1 ∈ Rn×n, Q2 = QT

2 ∈
Rn×n, Y1 ∈ Rp×n, Y2 ∈ Rn×l, Z = ZT ∈ Rn×n, Z1 = ZT

1 ∈ Rp×p, H = HT ∈ Rn×n è ñêàëÿðíîìó

ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó

C2(P̂1 + Ĥ)CT
2 +B2Ŷ1C

T
2 + C2Ŷ

T
1 BT

2 +B2Ẑ1B
T
2

îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî îïòèìèçèðóåìîìó âûõîäó ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèå

ýòîìó ýëëèïñîèäó äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð

K̂ = Ŷ1P̂
−1
1

è ìàòðèöó íàáëþäàòåëÿ

L̂ = Q̂−1
2 Ŷ2.

Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ê ïîäàâëåíèþ âíåøíèõ âîçìóùåíèé åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü

ââåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàçäåëå 3. Ïóñòü

(66) ∥u∥ 6 µ, µ > 0.

Êàê ñëåäóåò èç ñòðóêòóðû ìàòðèöû P̂ , ìàòðèöà P̂1 îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä

äëÿ íàáëþäàòåëÿ x̂, à ìàòðèöà Q̂−1
2 � èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä äëÿ íåâÿçêè e. Ñîãëàñíî

ëåììå 4 ðàçäåëà 3 ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå âèäà (66) ê óñëîâèÿì òåîðåìû

9 äîáàâëÿåòñÿ ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî(
P1 Y T

1

Y1 µ2I

)
< 0.
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5.2. Ïðèìåð: äâóõìàññîâàÿ ñèñòåìà

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðåäëîæåííûé ïîäõîä íà ïðèìåðå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äâóõìàññî-

âîé ñèñòåìîé, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 3.3. Íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü âîçìóùåííûõ êîëåáàíèé

ñèñòåìû ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (45). Â êà÷åñòâå íàáëþäàåìîãî âûõîäà

ñèñòåìû âîçüìåì âåêòîð

y =
(
x1 + w3 x2

)T
,

ñîäåðæàùèé âîçìóùåíèå w3, à â êà÷åñòâå ìèíèìèçèðóåìîãî � êàê è ðàíüøå, âåêòîð

z =
(
u x2

)T
,

ïîýòîìó

C1 =

(
1 0 0 0

0 1 0 0

)
, D2 =

(
0 0 1

0 0 0

)
, C2 =

(
0 0 0 0

0 1 0 0

)
, B2 =

(
1

0

)
.

Âåêòîð âîçìóùåíèé

w =
(
w1 w2 w3

)T
ïðåäïîëàãàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèþ (2).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 9 áûë ïîñòðîåí ðåãóëÿòîð

K̂ ≈
(
−1,6072 0,2759 −1,9126 −1,3343

)
è ìàòðèöà ôèëüòðà

L̂ ≈


1,2681 0,1369

0,2667 1,1859

0,6422 0,3744

0,2206 0,8480

 ,

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé èì îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñ ïî âûõîäó çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ

ìàòðèöåé (
57,6518 −29,7147

−29,7147 77,0150

)
.

Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ïàêåòû SeDuMi è YALMIP â ñèñòåìå Matlab.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áûë ïîñòðîåí äèíàìè÷åñêèé H∞-ðåãóëÿòîð ñ ïîìîùüþ Robust Con-

trol Toolbox (ïðîöåäóðà hinfsyn) â ñèñòåìå Matlab. Ïðè ýòîì

max
i

Reλi(Ac) ≈ −0,0114,

ãäå Ac � çàìêíóòàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ñ H∞-ðåãóëÿòîðîì, ò. å. çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïîëó÷è-

ëàñü ñëàáî óñòîé÷èâîé.

Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåí íàéäåííûé îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñ ïî âûõîäó äëÿ çàìêíóòîé

ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì K̂. Íà òîì æå ðèñóíêå ïðè îäíîì è òîì æå íà÷àëüíîì ñîñòîÿ-

íèè ñèñòåìû è íåêîòîðîì âíåøíåì âîçìóùåíèè ïîñòðîåíû äâå òðàåêòîðèè âûõîäíîé ïåðå-

ìåííîé: z(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿòîðó K̂ (ñïëîøíîé ëèíèåé) è zH∞ , ñîîòâåòñòâóþùàÿ

H∞-ðåãóëÿòîðó (ïóíêòèðîì). Êðóæî÷êàìè ïîêàçàíû íà÷àëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèé z(0) è

zH∞(0). Âèäíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ H∞-ðåãóëÿòîðîì âûõîäèò çà ïðåäå-

ëû îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà � ïðîèñõîäèò âûáðîñ äàëåêî çà åãî ïðåäåëû, òîãäà êàê

òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ðåãóëÿòîðîì K̂ â íåì îñòàåòñÿ.
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5.3. Äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèñêðåòíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó

(67)

xk+1 = Axk +B1uk +D1wk,

yk = C1xk +D2wk,

zk = C2xk +B2uk

ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, ãäå A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×p, B2 ∈ Rl×p, D1 ∈ Rn×m,

D2 ∈ Rl×m, C1 ∈ Rl×n, C2 ∈ Rn×r, ñ ôàçîâûì ñîñòîÿíèåì xk ∈ Rn, íàáëþäàåìûì âûõîäîì

yk ∈ Rl, îïòèìèçèðóåìûì âûõîäîì zk ∈ Rr, óïðàâëåíèåì uk ∈ Rp è âíåøíèì âîçìóùåíèåì

wk ∈ Rm, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèþ (21); ïàðà (A,B1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C1) íà-

áëþäàåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçäåëèòü êîìïîíåíòû, ïîðîæäåííûå âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè

â ñîñòîÿíèè è íàáëþäàåìîì âûõîäå ñèñòåìû, ïîòðåáóåì D1D
T
2 = 0.4

Ïóñòü ñîñòîÿíèå xk ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ è èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå ïðåäîñòàâ-

ëÿåòñÿ åå âûõîäîì yk. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîãî (ïî-ïðåæíåìó, â

ñìûñëå ñëåäà) ýëëèïñîèäà, ñîäåðæàùåãî îïòèìèçèðóåìûé âûõîä zk.

Ïîñòðîèì íàáëþäàòåëü, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì, âêëþ÷àþ-

ùèì â ñåáÿ ðàññîãëàñîâàíèå âûõîäà yk è åãî ïðîãíîçà C1x̂k:

(68) x̂k+1 = Ax̂k +B1uk + L(yk − C1x̂k).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåâÿçêó ek = xk − x̂k; ñîãëàñíî (67), (68) îíà óäîâëåòâîðÿåò

ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

ek+1 = (A− LC1)ek + (D1 − LD2)wk.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð gk =

(
x̂k

ek

)
∈ R2n. Òîãäà ïðè ïîñòðîåíèè îáðàòíîé ñâÿçè

ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà (68)

uk = Kx̂k

ïðèõîäèì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå
gk+1 = Agk +Dwk,

zk = Cgk,
ãäå

A =

(
A+B1K LC1

0 A− LC1

)
, D =

(
LD2

D1 − LD2

)
, C =

(
C2 +B2K C2

)
.

Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàêëþ÷èì gk â ýëëèïñîèä Eg, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé

P =

(
P1 0

0 P2

)
∈ R2n×2n, P ≻ 0,

è áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñîèä ïî âûõîäó zk,

ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé CPCT.

4Â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ íèæåïðèâåäåííàÿ òåîðåìà 10 áóäåò ñïðàâåäëèâà, äàæå åñëè ýòî

óñëîâèå íå âûïîëíåíî.
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Â [65] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû, óñëîâèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äî-

ñòàòî÷íûìè, ò. å. ïðèâîäÿùèìè ê ñóáîïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì; ïðèâåäåì åå â óòî÷íåííîé

ôîðìóëèðîâêå.

Ò å î ð å ì à 10. Ðåøåíèå P̂1, Q̂2, Ŷ1, Ŷ2, Ẑ1, Ĥ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(69) tr[C2(P1 +H)CT
2 +B2Y1C

T
2 + C2Y

T
1 BT

2 +B2Z1B
T
2 ] −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(70)


Z Y2C1 Y2D2 0

∗ Λ1 Λ2 (Y2C1)
T

∗ ∗ Λ3 (Y2D2)
T

∗ ∗ ∗ −Q2

 4 0,

(
Z1 Y1

Y T
1 P1

)
< 0,

(
H I

I Q2

)
< 0,

(71)

(
2Q2 + Z I

I − 1

α
(AP1A

T +B1Y1A
T + AY T

1 BT
1 +B1Z1B

T
1 ) + P1

)
< 0,

ãäå

Λ1 = ATQ2A− ATY2C1 − CT
1 Y

T
2 A− αQ2,

Λ2 = ATQ2D1 − CT
1 Y

T
2 D1 − ATY2D2,

Λ3 = DT
1 Q2D1 −DT

2 Y
T
2 D1 −DT

1 Y2D2 − (1− α)I,

à ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P1 = PT
1 ∈ Rn×n, Q2 = QT

2 ∈ Rn×n,

Y1 ∈ Rp×n, Y2 ∈ Rn×l, Z = ZT ∈ Rn×n, Z1 = ZT
1 ∈ Rp×p, H = HT ∈ Rn×n è ñêàëÿðíîìó

ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó

C2(P̂1 + Ĥ)CT
2 +B2Ŷ1C

T
2 + C2Ŷ

T
1 BT

2 +B2Ẑ1B
T
2

îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî îïòèìèçèðóåìîìó âûõîäó ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèå

ýòîìó ýëëèïñîèäó äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð

K̂ = Ŷ1P̂
−1
1

è ìàòðèöó íàáëþäàòåëÿ

L̂ = Q̂−1
2 Ŷ2.

6. Ëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîäàâëåíèÿ íåñëó÷àéíûõ L∞-îãðàíè÷åí-

íûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé â ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåé-

íîãî äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå èäåÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî

äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó ñèñòåìû ïîÿâèëàñü â ðàáîòàõ Ôðåíñèñà è Óîíåìà

(ñì. [66�68]) ïîä íàçâàíèåì �ïðèíöèï âíóòðåííåé ìîäåëè� (internal model principle). Äèíà-

ìè÷åñêèå ðåãóëÿòîðû äàâíî ïðèâëåêàþò ê ñåáå âíèìàíèå; â ÷àñòíîñòè, â [69] ïîêàçàíî, ÷òî

l1-îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð äîëæåí áûòü äèíàìè÷åñêèì.
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Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó ïîíèæåííîãî è ïîë-

íîãî ïîðÿäêà äëÿ ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé, îãðàíè÷åííûõ â L2-íîðìå, áûë ïðåäëîæåí â ìî-

íîãðàôèè Ä.Â. Áàëàíäèíà è Ì.Ì. Êîãàíà [30, ãë. 8] (ñì. òàêæå [70]); ïðè ýòîì ñèíòåç

H∞-ðåãóëÿòîðà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â äàííîé ðàáîòå, êàê è â [47, 62, 65], ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïîñëåäóþùåé îäíî-

ìåðíîé ìèíèìèçàöèè, èäåéíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ Ä.Â. Áà-

ëàíäèíà è Ì.Ì. Êîãàíà îòäåëüíî íàõîäèòñÿ ìèíèìàëüíûé îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñîèä ïî

âûõîäó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, à çàòåì îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû äèíàìè÷åñêîãî ðåãó-

ëÿòîðà.

6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó

(72)

ẋ = Ax+B1u+D1w, x(0) = x0,

y = C1x+D2w,

z = C2x,

ãäå A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×p, D1 ∈ Rn×m, D2 ∈ Rl×m, C1 ∈ Rl×n, C2 ∈ Rr×n, ñ ñîñòîÿíèåì

x(t) ∈ Rn, íàáëþäàåìûì âûõîäîì y(t) ∈ Rl, ðåãóëèðóåìûì âûõîäîì z(t) ∈ Rr, óïðàâëåíèåì

u(t) ∈ Rp è âíåøíèì âîçìóùåíèåì w(t) ∈ Rm, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèþ (2); ïàðà

(A,B1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C1) íàáëþäàåìà.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå x ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ è èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå ïðåäîñòàâ-

ëÿåòñÿ åå âûõîäîì y. Çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî (â íåêîòîðîì ñìûñëå)

ýëëèïñîèäà, ñîäåðæàùåãî ðåãóëèðóåìûé âûõîä z.

Áóäåì èñêàòü ñòàáèëèçèðóþùèé ëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïîëíîãî ïîðÿäêà

ïî âûõîäó âèäà

(73)
ẋr = Arxr +Bry, xr(0) = 0,

u = Crxr +Dry,

ãäå xr ∈ Rn � ñîñòîÿíèå ðåãóëÿòîðà, Ar ∈ Rn×n, Br ∈ Rn×l, Cr ∈ Rp×n, Dr ∈ Rp×l � åãî

ïàðàìåòðû.

Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå âåêòîð

g =

(
x

xr

)
∈ R2n,

ñ ó÷åòîì (72), (73) ïðèõîäèì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå

(74)
ġ = Acg +Dcw, g(0) =

(
x0

0

)
,

z = Cg,

ãäå

Ac =

(
A+B1DrC1 B1Cr

BrC1 Ar

)
, Dc =

(
B1DrD2 +D1

BrD2

)
, C =

(
C2 0

)
.
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Ñëåäóÿ âûøåîïèñàííîìó ïîäõîäó, ìû çàêëþ÷èì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ g ñèñòåìû (74) â

ýëëèïñîèä Eg c ìàòðèöåé P ∈ R2n×2n, P ≻ 0 è áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü îãðàíè÷èâàþùèé

ýëëèïñîèä ïî âûõîäó z c ìàòðèöåé CPCT. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí ñëå-

äóþùåé òåîðåìîé [71].

Ò å î ð å ì à 11. Ðåøåíèå P̂11, Q̂11, α̂ çàäà÷è

trC2P11C
T
2 −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(75)

(
AP11 + P11A

T + αP11 − µ1B1B
T
1 D1

DT
1 −αI

)
4 0,

(76)

(
Q11A+ ATQ11 + αQ11 − µ2C

T
1 C1 Q11D1 − µ2C

T
1 D2

DT
1 Q11 − µ2D

T
2 C1 −αI − µ2D

T
2 D2

)
4 0,

(77)

(
P11 I

I Q11

)
< 0

ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P11 = PT
11 ∈ Rn×n, Q11 = QT

11 ∈ Rn×n, ñêàëÿðíûì ïåðåìåí-

íûì µ1, µ2 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α îïðåäåëÿåò ìàòðèöó C2P̂11C
T
2 îãðàíè÷èâàþùåãî

ýëëèïñîèäà ïî ðåãóëèðóåìîìó âûõîäó ñèñòåìû (72).

Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû

∆r =

(
Ar Br

Cr Dr

)
äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïîëíîãî ïîðÿäêà (73) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî ìàòðè÷-

íîãî íåðàâåíñòâà

(78)

(
ÃP̂ + P̂ ÃT + α̂P̂ D̃

D̃T −α̂I

)
+M∆rN

(
P̂ 0

0 I

)
+

(
P̂ 0

0 I

)
(M∆rN)T 4 0,

ãäå

P̂ =

(
P̂11 V

V V

)
, V = P̂11 − Q̂−1

11 ,

Ã =

(
A 0

0 0

)
, D̃ =

(
D1

0

)
, M =

0 B1

I 0

0 0

 , N =

(
0 I 0

C1 0 D2

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì α óñëîâèÿ òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå

ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà ïî ïåðåìåííûì P11, Q11, µ1, µ2. Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê çàäà÷å

ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðèíàäëåæàùåé ê êëàññó çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìè-

çàöèè.
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Ç à ì å ÷ à í è å 9. Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé ïðîèçâîë â âûáîðå êîíêðåòíîãî ðå-

øåíèÿ ∆r ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (78). Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, âïîëíå

óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò äàåò ìèíèìèçàöèÿ ∥Ar∥ → min íà ðåøåíèÿõ (78). Äëÿ

ýòîãî ïîòðåáóåì λ → min ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè(
λI Ar

AT
r I

)
< 0.

Ë å ì ì à 7. Åñëè èçâåñòíî íà÷àëüíîå óñëîâèå x(0) = x0, òî äîáàâëÿÿ ê ëèíåéíûì

ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì òåîðåìû 11 íåðàâåíñòâî

(79) xT
0Q11x0 6 1,

ãàðàíòèðóåì ðàâíîìåðíóþ îöåíêó äëÿ ðåãóëèðóåìîãî âûõîäà ñèñòåìû (72).

Èç ëåììû 7 âûòåêàåò î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 6. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

x(0) ∈ E0 = {x ∈ Rn : xTP−1
0 x 6 1},

òî äîáàâëÿÿ ê ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì òåîðåìû 11 íåðàâåíñòâî

Q11 4 P−1
0 ,

ãàðàíòèðóåì ðàâíîìåðíóþ îöåíêó äëÿ ðåãóëèðóåìîãî âûõîäà ñèñòåìû (72).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ìîæåò áûòü ïîñòðîåí è äëÿ äèñêðåòíîé

ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

6.2. Ïðèìåð: óïðàâëåíèå ãèðîïëàòôîðìîé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ãèðîïëàòôîðìîé, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè (ñì. [72])

q̈1 + 400q̇1 + 0,342q̇3 + 0,94q̇4 − 940q3 + 342q4 = 0,

q̈2 + 400q̇2 + 0,866q̇3 + 0,5q̇4 − 500q3 + 866q4 = 0,

803q̇1 + 154q̇2 + 100q̇3 + 754q3 + 1130q4 = u1 + w1,

−718q̇1 − 1070q̇2 + 200q̇4 − 867q3 − 754q4 = u2 + w2,

ãäå q1, q2 � óãëû ïðåöåññèè ãèðîñêîïîâ, q3, q4 � ïðîåêöèè àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè

ïëîùàäêè íà åå îñè, u1, u2 � ìîìåíòû äâèãàòåëåé ñòàáèëèçàöèè (óïðàâëåíèÿ), w1, w2 �

âîçìóùàþùèå ìîìåíòû. Ïðè ýòîì íàáëþäàåìûé è ðåãóëèðóåìûé âûõîäû ñèñòåìû ñîâïà-

äàþò:

y = z =

(
q1
q2

)
.

Ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå

q5 = q̇1, q6 = q̇2,
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ïðèõîäèì ê ñèñòåìå âèäà (50) ñ ìàòðèöàìè

A =



0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 −7,5400 −11,3000 −8,0300 −1,5400

0 0 4,3350 3,7700 3,5900 5,3500

0 0 938,5038 −341,6792 −400,6283 −4,5023

0 0 504,3621 −858,0992 5,1590 −401,3414

 ,

B1 = D1 =



0 0

0 0

0,0100 0

0 0,0050

−0,0034 −0,0047

−0,0087 −0,0025

 , C1 = C2 =

(
1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

)
, D2 = 0.

Â äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è íà âíåøíèå âîçìóùåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íå åâêëèäîâû

îãðàíè÷åíèÿ (2), à èíòåðâàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ âèäà

|w1(t)| 6 1000, |w1(t)| 6 1000 ∀t > 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûì ïàêåòîì

cvx [41] äëÿ ñèñòåìû Matlab è îïðåäåëèì ìàòðèöó(
0,6320 −0,0830

−0,0830 0,4988

)
· 10−5

îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñà ïî ðåãóëèðóåìîìó âûõîäó ñèñòåìû è ìàòðèöû äèíàìè÷åñêîãî

ðåãóëÿòîðà

Ar =



−0,6059 −0,1866 0,0006 0,0002 0,0018 0,0001

−0,2296 −0,6279 0,0010 −0,0001 0,0008 0,0014

−1,8811 −3,5727 −2,1216 −4,2907 −5,9769 4,1113

−7,6487 3,8739 5,2023 −0,5526 5,0058 3,2413

−9,2802 8,0976 −3,1170 1,8299 −2,7136 −4,5395

1,1439 −8,2385 0,0632 3,1785 3,0147 −5,4583

 · 103,

Br =



0,0015 0,0006

0,0010 0,0018

−4,4361 3,4516

4,6544 4,8557

−2,4339 −5,7599

1,9109 −5,0212

 · 106,

Cr =

(
−0,2477 −1,2282 −0,2164 −0,4345 −0,6101 0,4136

−0,0840 −0,9639 1,0672 −0,1223 1,0075 0,6693

)
· 106,

Dr =

(
−0,4590 0,3444

0,9369 1,0177

)
· 109;
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ïðè ýòîì maxiReλi(Ac) ≈ −313,4384.

Äëÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé

w1(t) = 410 sin 5t+ 565 cos 7t,

w2(t) = 565 sin 5t+ 410 sin 7t,

íà ðèñ. 6 è 7 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè âûõîäà äëÿ ïîñòðîåííîãî äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà

(ñïëîøíîé ëèíèåé) è äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà, ïðåäëîæåííîãî â [73] (ïóíêòèðîì).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ â ëó÷øóþ ñòîðîíó îò ðåçóëüòà-

òîâ [73].

Ðàçíèöà â ðåçóëüòàòàõ áóäåò åùå çàìåòíåå, åñòü ïîäàòü â êà÷åñòâå âíåøíèõ âîçìóùåíèé

åäèíè÷íóþ ñòóïåíüêó

w1(t) = w2(t) ≡ 1000.

Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè âûõîäà äëÿ ïîëó÷åííîãî äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà (ñïëîø-

íîé ëèíèåé) è äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà èç [73] (ïóíêòèðîì) ïîêàçàíû íà ðèñ. 8 è 9.

7. Ðîáàñòíûå âàðèàíòû

Îïèøåì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷, âêëþ÷àþùèå òó èëè èíóþ

íåîïðåäåëåííîñòü, ñëåäóÿ ðàáîòàì [74�80].

7.1. Àíàëèç

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

(80)
ẋ = (A+∆A)x+ (D +∆D)w, x(0) = x0,

z = Cx.

Çäåñü, êàê è ðàíåå, A ∈ Rn×n, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, x(t) ∈ Rn � ôàçîâîå ñîñòîÿíèå

ñèñòåìû, z(t) ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, w(t) ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå

îãðàíè÷åíèþ (2). Ïðè ýòîì äîáàâëåíû ñèñòåìíûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆A è ∆D, êîòîðûå

èìåþò ñòðóêòóðó

(81) ∆A = FA∆AHA, ∆D = FD∆DHD,

ãäå FA, FD, HA, HD � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, à ìàòðè÷íûå

íåîïðåäåëåííîñòè ∆A è ∆D óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ

(82) ∥∆A∥ 6 1, ∥∆D∥ 6 1 èëè ∥∆A∥F 6 1, ∥∆D∥F 6 1.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (80) óñòîé÷èâà (ìàòðèöà A ãóðâèöåâà), ïàðà (A,D) óïðàâ-

ëÿåìà, C � ìàòðèöà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (81)�(82) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîé ôîðìîé çàäàíèÿ

íåîïðåäåëåííîñòåé ñèñòåìû; íåîïðåäåëåííîñòè òàêîé ñòðóêòóðû ÷àñòî âîçíèêàþò â ðàç-

íîîáðàçíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ñì. [74]). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ∆A = ∆D = 0

ñèñòåìà (80) îáðàùàåòñÿ â ñèñòåìó áåç íåîïðåäåëåííîñòåé (1), ðàññìîòðåííóþ â ðàçäåëå 2.

Â [74] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðîáàñòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 1.
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Ò å î ð å ì à 12. Ýëëèïñîèä Ex ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ äèíà-

ìè÷åñêîé ñèñòåìû (80), (2), (81), (82), åñëè åãî ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó

ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

(83)


AP + PAT + αP + ε1FAF

T
A + ε2FDF

T
D D PHT

A 0

∗ −αI 0 HT
D

∗ ∗ −ε1I 0

∗ ∗ ∗ −ε2I

 4 0

ïðè íåêîòîðûõ α, ε1, ε2 ∈ R.

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà; äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, ÿâ-

ëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì ò. í. ëåììû Ïèòåðñåíà [81, 82].

Ë å ì ì à 8. [74] Ïóñòü G � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, M1, . . . ,Mr è N1, . . . , Nr �

ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé. Òîãäà åñëè

∃ε1, . . . , εr > 0: G+
r∑

i=1

γi

(
εiMiM

T
i +

1

εi
NT

i Ni

)
4 0,

òî

G+
r∑

i=1

(
Mi∆iNi + (Mi∆iNi)

T) 4 0, ∀∆i : ∥∆i∥ 6 γi èëè ∥∆i∥F 6 γi, i = 1, . . . , r.

Èòàê, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà

V (x) = xTQx, Q = P−1 ≻ 0,

ïîñòðîåííóþ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (80). Äëÿ òîãî ÷òîáû òðàåêòîðèè x(t) ñèñòåìû (80) íå

âûõîäèëè çà ãðàíèöó ýëëèïñîèäà

Ex =
{
x ∈ Rn : V (x) 6 1

}
,

ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè V (x) > 1 (è wTw 6 1) áûëî âûïîëíåíî V̇ (x) 6 0. Êàê ïîêàçàíî â

[47], ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ α(∆) = α(∆A,∆D) > 0 òàêîãî, ÷òî

(84)

(
P (A+ FA∆AHA)

T + (A+ FA∆AHA)P + α(∆)P D + FD∆DHD

(D + FD∆DHD)
T −α(∆)I

)
4 0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî α > 0 òàêîå, ÷òî ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (84) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ìàòðè÷íûõ íåîïðåäåëåííîñòåé ∆A è ∆D. Òîãäà íåðàâåíñòâî

(84) áóäåò ñïðàâåäëèâî, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî(
AP + PAT + αP D

DT −αI

)
+

(
FA

0

)
∆A

(
HAP 0

)
+

(
PHT

A

0

)
∆T

A

(
FT
A 0

)
+

+

(
FD

0

)
∆D

(
0 HD

)
+

(
0

HT
D

)
∆T

D

(
FT
D 0

)
4 0,
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êîòîðîå â ñèëó ëåììû 8 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε1, ε2 > 0 òàêèå, ÷òî(
AP + PAT + αP D

DT −αI

)
+ ε1

(
FAF

T
A 0

0 0

)
+

1

ε1

(
PHT

A

0

)(
HAP 0

)
+

+ ε2

(
FDF

T
D 0

0 0

)
+

1

ε2

(
0

HT
D

)(
0 HT

D

)
4 0.

Ïî ëåììå Øóðà ïîñëåäíåå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó

íåðàâåíñòâó (83), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü ëåììà 8, âåð-

íàÿ ëèøü â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì óñëîâèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, ò. å. ïðèâîäÿùèìè ê ñóáîïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì. Ýòî çàìå÷àíèå â

ðàâíîé ìåðå îòíîñèòñÿ êî âñåì ðåçóëüòàòàì äàííîãî ðàçäåëà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó-

÷åííûå íèæå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ëåãêî ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìíûå

íåîïðåäåëåííîñòè çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Òðåáóåìàÿ âûøå ãóðâèöåâîñòü ìàòðèöû A è óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè ÿâëÿþòñÿ íåîáõî-

äèìûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî â òåîðåìå 12 áûëî ðàçðåøèìûì.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòè óñëîâèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðîáàñòíî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ íåîïðåäå-

ëåííîñòÿõ (÷òî íå âïîëíå ïðîñòî ïðîâåðèòü çàðàíåå). Îäíàêî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèíåéíîå

ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (83) áóäåò íåðàçðåøèìî, ÷òî è áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î òîì, ÷òî

èíâàðèàíòíûå ýëëèïñîèäû íå ñóùåñòâóþò.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå ñòåïåíè âëèÿíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé w(t) è ìàò-

ðè÷íûõ íåîïðåäåëåííîñòåé ∆A,∆D íà âåêòîð âûõîäà ñèñòåìû z(t). Â ýòîé ñâÿçè áóäåì

èíòåðåñîâàòüñÿ ìèíèìàëüíûì â ñìûñëå êðèòåðèÿ ñëåäà (15) îãðàíè÷èâàþùèì ýëëèïñîè-

äîì Ez, ñîäåðæàùèì âûõîä ñèñòåìû z(t).

Ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìèçèðóÿ trCPCT ïðè îãðàíè÷åíèè (83), ïî ìàòðè÷íîé ïåðåìåí-

íîé P = PT ∈ Rn×n, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì ε1, ε2 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α ìîæíî

îïèñàòü îáùèé âèä ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ è ìèíèìèçèðîâàòü ñëåä îãðàíè-

÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó z ñèñòåìû (80).

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(85)
xk+1 = (A+∆A)xk + (D +∆D)wk,

zk = Cxk

ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, ãäå A ∈ Rn×n, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, xk ∈ Rn �

ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, zk ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, wk ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (21), ñèñòåìíûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆A è ∆D èìåþò ñòðóê-

òóðó

(86) ∆Ak = FA∆AHA, ∆Dk = FD∆DHD,

ãäå FA, FD, HA, HD � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, à ìàòðè÷íûå

íåîïðåäåëåííîñòè ∆A è ∆D óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ (82).

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (20) óñòîé÷èâà (ìàòðèöà A øóðîâñêàÿ), ïàðà (A,D) óïðàâ-

ëÿåìà, C � ìàòðèöà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè∆A = ∆D = 0 ñèñòåìà

(85) îáðàùàåòñÿ â ñèñòåìó áåç íåîïðåäåëåííîñòåé (20), ðàññìîòðåííóþ â ðàçäåëå 2.

Â [74] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðîáàñòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 2 è

äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 12.
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Ò å î ð å ì à 13. Ýëëèïñîèä Ex ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(85), (21), (86), (82), åñëè åãî ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðà-

âåíñòâó

(87)


−αP PAT 0 PHT

A 0

∗ −P + ε1FAF
T
A + ε2FDF

T
D D 0 0

∗ ∗ −(1− α)I 0 HT
D

∗ ∗ ∗ −ε1I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I

 4 0

ïðè íåêîòîðûõ α, ε1, ε2 ∈ R.

Çàäà÷à ïî-ïðåæíåìó ñîñòîèò â îöåíêå ñòåïåíè âëèÿíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé w(t) è

ìàòðè÷íûõ íåîïðåäåëåííîñòåé ∆A,∆D íà âåêòîð âûõîäà ñèñòåìû z(t). Â ýòîé ñâÿçè íàñ

áóäóò èíòåðåñîâàòü íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî â ñìûñëå êðèòåðèÿ ñëåäà (15) îãðàíè÷èâà-

þùåãî ýëëèïñîèäà Ez, ñîäåðæàùåãî âûõîä ñèñòåìû z(t). Ñîîòâåòñòâåííî, êàê è â íåïðå-

ðûâíîì ñëó÷àå, ìèíèìèçèðóÿ trCPCT ïðè îãðàíè÷åíèè (87), ïî ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé

P = PT ∈ Rn×n, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì ε1, ε2 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α ìîæíî îïèñàòü

îáùèé âèä ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ è ìèíèìèçèðîâàòü ñëåä îãðàíè÷èâàþùå-

ãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó zk ñèñòåìû (85).

7.2. Îáðàòíàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçü ïî ñîñòîÿíèþ: ñèíòåç

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó

(88)
ẋ = (A+∆A)x+ (B1 +∆B1)u+ (D +∆D)w, x(0) = x0,

z = Cx+B2u,

ãäå A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×p, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, x(t) ∈ Rn � ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû,

z(t) ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, u ∈ Rp � óïðàâëåíèå, w(t) ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (2), ñèñòåìíûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆A,∆B1 è ∆D èìåþò

ñòðóêòóðó

(89) ∆A(t) = FA∆AHA, ∆B1(t) = FB1∆B1HB1 , ∆D(t) = FD∆DHD,

ãäå FA, FB1 , FD, HA, HB1 , HD � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, ìàò-

ðè÷íûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆A,∆B1 è ∆D óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

(90)

∥∆A∥ 6 1, ∥∆B1∥ 6 1, ∥∆D∥ 6 1 èëè ∥∆A∥F 6 1, ∥∆B1∥F 6 1, ∥∆D∥F 6 1;

êðîìå òîãî ïàðà (A,B1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C) íàáëþäàåìà.

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðåãóëÿòîðà K â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé

ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ (32), êîòîðûé ñòàáèëèçèðóåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó è â ñìûñëå ìèíèìàëü-

íîñòè ñëåäà îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà âûõîäà ïîäàâëÿåò âîçäåéñòâèå âíåøíèõ âîçìó-

ùåíèé w.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 3.
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Ò å î ð å ì à 14. [74] Ðåøåíèå P̂ , Ŷ , Ẑ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(91) tr[CPCT + CY TBT
2 +B2Y CT +B2ZB

T
2 ] −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(92)


Ω D PHT

A (HB1Y )T 0

∗ −αI 0 0 HT
D

∗ ∗ −ε1I 0 0

∗ ∗ ∗ −ε2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ε3I

 4 0,

(
Z Y

Y T P

)
< 0,

ãäå

Ω = AP + PAT + αP +B1Y + (B1Y )T + ε1FAF
T
A + ε2FB1F

T
B1

+ ε3FDF
T
D ,

à ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P = PT ∈ Rn×n, Y ∈ Rp×n,

Z = ZT ∈ Rp×p, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì ε1, ε2, ε3 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò

ìàòðèöó

CP̂CT + CŶ TBT
2 +B2Ŷ CT +B2ẐB

T
2

îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó è ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî ñîñòîÿíèþ

K̂ = Ŷ P̂−1.

Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ê ðîáàñòíîìó ïîäàâëåíèþ âíåøíèõ âîçìóùåíèé ìîæíî òàêæå

ïîòðåáîâàòü ââåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàçäåëå 3; ïðè ýòîì

ëåììà 4 ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíûì àíàëîãîì ëåììû 5.

Ë å ì ì à 9. [74] Äëÿ ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû (88), (2), (89), (82), ãäå ìàòðè÷-

íûå íåîïðåäåëåííîñòè îãðàíè÷åíû âî ôðîáåíèóñîâîé íîðìå, íàèõóäøåå âîçìóùåíèå w̃(t)

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

w̃(t) =
(D + FD∆DHD)

TP̂−1x(t)

∥(D + FD∆DHD)
TP̂−1x(t)∥

.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

(93)
xk+1 = (A+∆A)xk + (B1 +∆B1)uk + (D +∆D)wk,

yk = Cxk +B2uk

ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, ãäåA ∈ Rn×n,B1 ∈ Rn×p,D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, xk ∈ Rn

� ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, yk ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, u ∈ Rp � óïðàâëåíèå, wk ∈ Rm

� âíåøíåå âîçìóùåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (21), ñèñòåìíûå íåîïðåäåëåííîñòè

∆Ak,∆B1k è ∆Dk èìåþò ñòðóêòóðó

(94) ∆Ak = FA∆AHA, ∆B1k = FB1∆B1HB1 , ∆Dk = FD∆DHD,

ãäå FA, FB1 , FD, HA, HB1 , HD � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, à ìàò-

ðè÷íûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆A,∆B1 è ∆D óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ (90); ïàðà (A,B1)

óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C) íàáëþäàåìà.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåãóëÿòîð K â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòî-

ÿíèþ (47), êîòîðûé ñòàáèëèçèðóåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó è â ñìûñëå ìèíèìàëüíîñòè ñëåäà

îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà âûõîäà ïîäàâëÿåò âîçäåéñòâèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé wk.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 14 è ðîáàñòíûì àíà-

ëîãîì òåîðåìû 6.

Ò å î ð å ì à 15. Ðåøåíèå P̂ , Ŷ , Ẑ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(95) tr[CPCT + CY TBT
2 +B2Y CT +B2ZB

T
2 ] −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(96)



−αP (AP +B1Y )T 0 PHT
A (HB1Y )T 0

∗ Ψ D 0 0 0

∗ ∗ −(1− α)I 0 0 HT
D

∗ ∗ ∗ −ε1I 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε3I


4 0,

(
Z Y

Y T P

)
< 0,

ãäå

Ψ = −P + ε1FAF
T
A + ε2FB1F

T
B1

+ ε3FDF
T
D ,

à ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P = PT ∈ Rn×n, Y ∈ Rp×n,

Z = ZT ∈ Rp×p, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì ε1, ε2, ε3 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò

ìàòðèöó

CP̂CT + CŶ TBT
2 +B2Ŷ CT +B2ẐB

T
2

îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó è ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî ñîñòîÿíèþ

K̂ = Ŷ P̂−1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíûì àíàëîãîì ëåììû 6 è äèñêðåòíûì àíàëîãîì ëåì-

ìû 9.

Ë å ì ì à 10. [74] Äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû (93), (21), (94), (90) íàèõóäøåå

îäíîìåðíîå âîçìóùåíèå w̃k çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

w̃k = sign
(
(D + FD∆DHD)

TP̂−1(A+B1K̂ + FA∆AHA + FB1∆B1HB1K̂)xk

)
.

7.3. Íåõðóïêèé ðåãóëÿòîð

Âïåðâûå ïðîáëåìà õðóïêîñòè ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà áûëà ïîäíÿòà Ñ. Áõàòòà-

÷àðèåé è Ë. Êèëåì â [83]. À èìåííî, íà ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåðàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàæå

ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà ìîæåò ñòàòü íåóñòîé÷è-

âîé (òàêèå ðåãóëÿòîðû â [83] áûëè íàçâàíû �õðóïêèìè�). Âïîñëåäñòâèè ïîÿâèëîñü áîëüøîå

÷èñëî ðàáîò, ðàçâèâàþùèõ ýòó òåìàòèêó ([84,85] è äð.).

Îòìåòèì, ÷òî âàðèàöèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà ìîæåò âîçíèêàòü, ãëàâíûì îáðàçîì,

ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ïî ïðè÷èíå åãî íåòî÷íîé ðåàëèçàöèè è, âî-âòîðûõ, ïðè

äîïîëíèòåëüíîé íàñòðîéêå ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà â ïðîöåññå åãî èñïîëüçîâàíèÿ.
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Ïåðâîé ðàáîòîé íà ðóññêîì ÿçûêå, ïîñâÿùåííîé ïðîáëåìå õðóïêîñòè ðåãóëÿòîðîâ, ÿâ-

ëÿåòñÿ [86]. Â íåé èñïîëüçîâàëñÿ òåðìèí �ãðóáûé ðåãóëÿòîð�; àâòîðû îáçîðà ñ÷èòàþò áîëåå

öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå �õðóïêèé� èç [83], òàê êàê �ãðóáîñòü� îáû÷íî ïðåä-

ïîëàãàåò ìàëîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ ñèñòåìû [87]; â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå âîçìîæíûå

îòêëîíåíèÿ íå ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè. Â [86] óñïåøíî èñïîëüçîâàëñÿ àïïàðàò ëèíåéíûõ

ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, îäíàêî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âíåøíèå âîçìóùåíèÿ îòñóòñòâóþò.

Â äàííîì ðàçäåëå îñâåùàåòñÿ ïîäõîä (ïðåäëîæåííûé â [77]) ê ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ

íåõðóïêîãî ðåãóëÿòîðà, ò. å. äîïóñêàþùåãî âàðèàöèè åãî ïàðàìåòðîâ, â öåëÿõ ïîäàâëåíèÿ

íåñëó÷àéíûõ îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íà îñíîâå ìåòîäà èíâàðèàíòíûõ ýëëèï-

ñîèäîâ. Ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ýòîì, êàê è ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ òåõíèêà ëèíåéíûõ ìàò-

ðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíòåç íåõðóïêîãî ðåãóëÿòîðà â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé

îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ðàçìåð èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Èòàê, ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó (31), (2). Íåõðóïêèé ðåãóëÿòîð K

áóäåì èñêàòü â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ (32) òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû âîçìóùåííûé ðåãóëÿòîð

K +∆K

ïðè âñåõ ∥∆K∥ 6 γK ñòàáèëèçèðîâàë çàìêíóòóþ ñèñòåìó è â ñìûñëå ìèíèìàëüíîñòè ñëåäà

îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó ïîäàâëÿë âîçäåéñòâèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé w(t).

Çàäàííàÿ âåëè÷èíà γK > 0 îïðåäåëÿåò ðàçìåð îáëàñòè íåõðóïêîñòè ðåãóëÿòîðàK. Òî÷íåå,

òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîåK, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ âîçìóùåíèé ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà ∥∆K∥ 6 γK
è äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé w(t) ãàðàíòèðîâàòü ìàëîñòü âûõîäà z(t) â

ñìûñëå êðèòåðèÿ (15).

Â [77] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 16. Ðåøåíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) R̂, P̂ , Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(97) trR −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(98)

AP + PAT + αP +B1Y + (B1Y )T + γ2
Kε1B1B

T
1 D P

∗ −αI 0

∗ ∗ −ε1I

 4 0,

(99)

−R + γ2
Kε2B2B

T
2 −CP −B2Y 0

∗ −P P

∗ ∗ −ε2I

 4 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P = PT ∈ Rn×n, R = RT ∈
Rl×l, Y ∈ Rp×n, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì ε1, ε2 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò

ìàòðèöó R̂ îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó ñèñòåìû è ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð

ïî ñîñòîÿíèþ

K̂ = Ŷ P̂−1,

ñòàáèëèçèðóþùèé ñèñòåìó ñ çàïàñîì γK.
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Â ïðèâåäåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ÷èñëî γK çàäàíî; åñëè îíî ñëèøêîì âåëèêî, òî ìîæåò

îêàçàòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ íåðàçðåøèìà (íåëüçÿ ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó ñ òàêèì

çàïàñîì íåõðóïêîñòè).

Ç à ì å ÷ à í è å 10. Ðåçóëüòàòû, ïðåäîñòàâëåííûå òåîðåìîé 16, îáëàäàþò îïðåäåëåí-

íûì êîíñåðâàòèçìîì: ïîëó÷åííûé ðåãóëÿòîð îáëàäàåò á�îëüøèì çàïàñîì íåõðóïêîñòè,

÷åì ãàðàíòèðóåìûé òåîðåìîé; ýòî êîìïåíñèðóåòñÿ íàëè÷èåì ñëåäóþùåé îöåíêè.

Ïóñòü èç êàêèõ-ëèáî ñîîáðàæåíèé âûáðàí ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð K, ò. å. òà-

êîé, ÷òî ìàòðèöà A+B1K óñòîé÷èâà. Íàçîâåì åãî ðàäèóñîì íåõðóïêîñòè âåëè÷èíó

γ0 = sup
{
γ : A+B1(K +∆K) � óñòîé÷èâà ∀∆K : ∥∆K∥ 6 γ

}
.

Îöåíêà γ ðàäèóñà íåõðóïêîñòè ðåãóëÿòîðà ñíèçó ïîëó÷åíà â [86] â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ

ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.

Ïðèâåäåì àíàëîã òåîðåìû 16 äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû (46), (21). Êàê è â íåïðåðûâ-

íîì ñëó÷àå, íåõðóïêèé ðåãóëÿòîð K áóäåì èñêàòü â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé

ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ (47) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âîçìóùåííûé ðåãóëÿòîð K+∆K ñòàáèëèçè-

ðîâàë çàìêíóòóþ ñèñòåìó è â ñìûñëå ìèíèìàëüíîñòè ñëåäà îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà

ïî âûõîäó ïîäàâëÿë âîçäåéñòâèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé wk ïðè âñåõ ∥∆K∥ 6 γK .

Ò å î ð å ì à 17. [77] Ðåøåíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) R̂, P̂ , Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(100) trR −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(101)


−αP (AP +B1Y )T 0 P

∗ −P + γ2
Kε1B1B

T
1 D 0

∗ ∗ −(1− α)I 0

∗ ∗ ∗ −ε1I

 4 0,

(102)

−R + γ2
Kε2B2B

T
2 −CP −B2Y 0

∗ −P P

∗ ∗ −ε2I

 4 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P = PT ∈ Rn×n, R = RT ∈
Rl×l, Y ∈ Rp×n, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì ε1, ε2 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò

ìàòðèöó R̂ îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó ñèñòåìû è ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð

ïî ñîñòîÿíèþ

K̂ = Ŷ P̂−1,

ñòàáèëèçèðóþùèé ñèñòåìó ñ çàïàñîì γK.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [77] äëÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû

(103)
ẋ = (A+∆A)x+B1u+Dw, x(0) = x0,

z = Cx+B2u,
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ãäå A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×p, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, x(t) ∈ Rn � ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû,

z(t) ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, u ∈ Rp � óïðàâëåíèå, w(t) ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (2), ñèñòåìíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ∆A èìååò ñòðóêòóðó

(104) ∆A = FA∆AHA,

ãäå FA, HA � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, à ìàòðè÷íàÿ íåîïðå-

äåëåííîñòü ∆A óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(105) ∥∆A∥ 6 γA;

ïàðà (A,B1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C) íàáëþäàåìà.

Íàêîíåö, â òîì æå îáúåìå â [77] ðàññìîòðåí ñëó÷àé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

(106)
xk+1 = (A+∆A)xk +B1uk +Dwk,

zk = Cxk +B2uk

ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0, ãäåA ∈ Rn×n,B1 ∈ Rn×p,D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, xk ∈ Rn

� ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, zk ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, uk ∈ Rp � óïðàâëåíèå, wk ∈ Rm

� âíåøíåå âîçìóùåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (21), ñèñòåìíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü

∆A èìååò ñòðóêòóðó (104), (105). Ïàðà (A,B1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (A,C) íàáëþäàåìà.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðè÷íûå

íåîïðåäåëåííîñòè ñòðóêòóðû (104) ñîäåðæàòñÿ è â ìàòðèöàõ B1 è D.

7.4. Çàäà÷à ôèëüòðàöèè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó

(107)
ẋ = (A+∆A)x+ (D1 +∆D1)w,

y = Cx+D2w,

ãäå A ∈ Rn×n, B1 ∈ Rn×p, D ∈ Rn×m, C ∈ Rl×n, x(t) ∈ Rn � ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû,

y(t) ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, w(t) ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè-

÷åíèþ (2), ñèñòåìíûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆A è ∆D1 èìåþò ñòðóêòóðó

(108) ∆A = FA∆AHA, ∆D1 = FD1∆D1HD1 ,

ãäå FA, FD1 , HA, HD1 � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, à ìàòðè÷íûå

íåîïðåäåëåííîñòè ∆A è ∆D1 óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ (82); ïàðà (A,B1) óïðàâëÿåìà,

C � ìàòðèöà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è â íåðîáàñòíîì ñëó÷àå,

ïîòðåáóåì, ÷òîáû D1D
T
2 = 0.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, ñîñòîÿíèå x ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ è èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå

ïðåäîñòàâëÿåòñÿ åå âûõîäîì y. Ïîñòðîèì ôèëüòð, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì äèôôåðåíöè-

àëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî îöåíêè ñîñòîÿíèÿ x̂, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ ðàññîãëàñîâàíèå

âûõîäà y è åãî ïðîãíîçà Cx̂:

(109) ˙̂x = Ax̂+ L(y − Cx̂).
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåâÿçêó e(t) = x(t)− x̂(t), õàðàêòåðèçóþùóþ òî÷íîñòü ôèëüòðàöèè;

çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêîé ìàòðèöû L, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíîñòü (ïî

êðèòåðèþ ñëåäà) èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà, ñîäåðæàùåãî íåâÿçêó e.

Â [76] óñòàíîâëåí ðîáàñòíûé àíàëîã òåîðåìû 7; ïðèâåäåì åãî â ñëåäóþùåé ôîðìóëè-

ðîâêå.

Ò å î ð å ì à 18. Ðåøåíèå Q̂, Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(110) trH −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(111)
ATQ+QA+ αQ− Y C − (Y C)T + ε1H

T
AHA QD1 − Y D2 QFA QFD1

∗ −αI + ε2H
T
D1
HD1 0 0

∗ ∗ −ε1I 0

∗ ∗ ∗ −ε2I

 4 0,

(112)

(
H I

I Q

)
< 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì Q = QT ∈ Rn×n, Y ∈ Rn×l,

H = HT ∈ Rn×n, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì ε1, ε2 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò

ìàòðèöó P̂ = Q̂−1 èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ íåâÿçêè è ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó

ýëëèïñîèäó ìàòðèöó ôèëüòðà

L̂ = Q̂−1Ŷ .

Îòìåòèì, ÷òî çàìå÷àíèå 8 òàêæå ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó.

Â òîì æå îáúåìå â [76] ðàññìîòðåí ñëó÷àé ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

(113)
xk+1 = (A+∆A)xk + (D1 +∆D1)wk,

yk = Cxk +D2wk,

ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x0, ãäå A ∈ Rn×n, D1 ∈ Rn×m, D2 ∈ Rl×m, C ∈ Rl×n,

xk ∈ Rn � ôàçîâîå ñîñòîÿíèå, yk ∈ Rl � âûõîä ñèñòåìû, wk ∈ Rm � âíåøíåå âîçìóùåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (21), ñèñòåìíûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆A è ∆D1 èìåþò ñòðóê-

òóðó (108), (82). Ïàðà (A,D1) óïðàâëÿåìà, C � ìàòðèöà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, D1D
T
2 = 0.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, ñîñòîÿíèå xk ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ è èíôîðìàöèÿ î ñè-

ñòåìå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ åå âûõîäîì yk. Ïîñòðîèì ôèëüòð, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì äèôôå-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî îöåíêè ñîñòîÿíèÿ x̂k, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ ðàññî-

ãëàñîâàíèå âûõîäà yk è åãî ïðîãíîçà Cx̂k:

(114) x̂k+1 = Ax̂k + L(yk − Cx̂k).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåâÿçêó ek = xk − x̂k, õàðàêòåðèçóþùóþ òî÷íîñòü ôèëüòðàöèè;

çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òàêîé ìàòðèöû L, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíîñòü (ïî

êðèòåðèþ ñëåäà) èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà, ñîäåðæàùåãî íåâÿçêó ek.

Â ðàáîòå [76] óñòàíîâëåíà òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðîáàñòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 8 è äèñ-

êðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 18, êîòîðóþ ïðèâåäåì â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.
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Ò å î ð å ì à 19. Ðåøåíèå Q̂, Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

(115) trH −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(116)


−αQ+ ε1H

T
AHA (QA− Y C1)

T 0 0 0

∗ −Q QD1 − Y D2 QFA QFD

∗ ∗ −(1− α)I + ε2H
T
DHD 0 0

∗ ∗ ∗ −ε1I 0

∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I

 4 0,

(117)

(
H I

I Q

)
< 0,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì Q = QT ∈ Rn×n, Y ∈ Rn×l,

H = HT ∈ Rn×n, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì ε1, ε2 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α, îïðåäåëÿåò

ìàòðèöó P̂ = Q̂−1 èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ íåâÿçêè è ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó

ýëëèïñîèäó ìàòðèöó ôèëüòðà

F̂ = Q̂−1Ŷ .

7.5. Ëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð

Ïóñòü ñèñòåìà (72) ñîäåðæèò íåîïðåäåëåííîñòü, ñîñðåäîòî÷åííóþ â ìàòðèöå A, ò. å.

(118) A = A0 + FA∆AHA,

ãäå A0 � íîìèíàëüíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, ìàòðè÷íàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ∆A óäîâëåòâî-

ðÿåò ñîîòíîøåíèþ

∥∆A∥ 6 1,

à FA è HA � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé. Ñîîòâåòñòâóþùèé àíà-

ëîã òåîðåìû 11 ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Ò å î ð å ì à 20. Ðåøåíèå P̂11, Q̂11, α̂ çàäà÷è

trC2P11C
T
2 −→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(119)

A0P11 + P11A
T
0 + αP11 − µ1B1B

T
1 + ε1FAF

T
A D1 P11H

T
A

DT
1 −αI 0

HAP11 0 −ε1I

 4 0,

(120)

Q11A0 + AT
0Q11 + αQ11 − µ2C

T
1 C1 + ε2H

T
AHA Q11D1 − µ2C

T
1 D2 Q11FA

DT
1 Q11 − µ2D

T
2 C1 −αI − µ2D

T
2 D2 0

FT
AQ11 0 −ε2I

 4 0,
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(121)

(
P11 I

I Q11

)
< 0,

ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P11 = PT
11 ∈ Rn×n, Q11 = QT

11 ∈ Rn×n, ñêàëÿðíûì ïåðåìåííûì

µ1, µ2, ε1, ε2 è ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó α îïðåäåëÿåò ìàòðèöó C2P̂11C
T
2 îãðàíè÷èâàþùåãî

ýëëèïñîèäà ïî ðåãóëèðóåìîìó âûõîäó ñèñòåìû (72), (118).

Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû

∆r =

(
Ar Br

Cr Dr

)
äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïîëíîãî ïîðÿäêà (73) óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó

íåðàâåíñòâó

(122)

 Ω

P̂

(
HT

A

0

)
0


((

HA 0
)
P̂ 0

)
−εI

 4 0,

ãäå ε � ñêàëÿðíàÿ ïåðåìåííàÿ,

Ω =

Ã0P̂ + P̂ ÃT
0 + α̂P̂ +

(
εFAF

T
A 0

0 0

)
D̃

D̃T −α̂I

+M∆rN

(
P̂ 0

0 I

)
+

(
P̂ 0

0 I

)
(M∆rN)T,

P̂ =

(
P̂11 V

V V

)
, V = P̂11 − Q̂−1

11 ,

Ã0 =

(
A0 0

0 0

)
, D̃ =

(
D1

0

)
, M =

0 B1

I 0

0 0

 , N =

(
0 I 0

C1 0 D2

)
.

8. Çàêëþ÷åíèå

Â îáçîðå ðàññìîòðåíû ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åé ïîäàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ îãðà-

íè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé. Îñâåùàåìûé ïðîñòîé è óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä îñíîâàí íà

ìåòîäå èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ, êîòîðûé ñâîäèò ñèíòåç îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ê ïî-

èñêó íàèìåíüøåãî èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà çàìêíóòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå

äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ è ïî âûõîäó

(ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíà îöåíêà ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåð-

ãåðà); ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè; èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû

ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷, âêëþ÷àþùèå òó èëè èíóþ íåîïðåäåëåííîñòü.

Ïðèìåíåíèå êîíöåïöèè èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ ïîçâîëèëî ïåðåôîðìóëèðîâàòü èñ-

õîäíûå ïðîáëåìû â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, à ñàì ñèíòåç ðåãóëÿòîðîâ

íåïîñðåäñòâåííî ñâåñòè ê çàäà÷àì ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îäíîìåðíîé

âûïóêëîé ìèíèìèçàöèè, ëåãêî ðåøàþùèõñÿ ÷èñëåííî.
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Ðàçóìååòñÿ, íàñòîÿùèé îáçîð íå îõâàòûâàåò âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïðè

íàëè÷èè îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé. Â íåì íå îáñóæäàëèñü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ â ãàðàíòèðîâàííîé ïîñòàíîâêå (íàïðèìåð, çàäà÷è ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè

ñ âíåøíèìè ïîìåõàìè). Çà ðàìêàìè îáçîðà îñòàëèñü çàäà÷è, â êîòîðûõ îãðàíè÷åííûå âîç-

ìóùåíèÿ èìåþò ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó (íàïðèìåð, ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãàðìîíèê

èëè îïèñûâàþòñÿ ðàçíîñòíûì èëè äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì). Êðîìå òîãî, îáçîð

îãðàíè÷èâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì óïðàâëåíèé â ôîðìå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè; áîëüøîé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äðóãèå ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ òèïà ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ. Íàêîíåö,

â îáçîðå ñîâåðøåííî íå çàòðîíóò î÷åíü âàæíûé êëàññ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè ñè-

ñòåìàìè ñ âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè; çäåñü åñòü îãðîìíîå ðàçíîîáðàçèå ïîñòàíîâîê çàäà÷

è òåõíèê èõ ðåøåíèÿ [88�92].
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