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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ИНВАРИАНТНЫХ ЭЛЛИПСОИДОВ
ДЛЯ РОБАСТНОЙ ЛИНЕЙНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ

КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА ПО ВЫХОДУ

Рассмотрена проблема робастной стабилизации по выходу нелинейной си-
стемы с помощью метода инвариантных эллипсоидов в предположении, что
система удовлетворяет условию типа Липшица, а на выход системы действуют
внешние ограниченные возмущения. Поставленная задача сведена к специаль-
ной задачи оптимизации, решение которой основано на теории линейных мат-
ричных неравенств. Предложенный подход проиллюстрирован на примере ста-
билизации космического аппарата с упругими динамическими элементами. По-
строенное управление состоит из комбинации алгоритма “разгон-торможение”
и линейной обратной связи, полученной методом инвариантных эллипсоидов.

1. Введение

Модель любой реальной системы описывает ее поведение лишь в некотором при-
ближении. Это связано, например, с наличием внешних возмущений и неопределен-
ностей в параметрах системы. Поэтому возникает потребность в синтезе управле-
ния, учитывающего характеристики неопределенных переменных и гарантирующего
свойство робастности по отношению к их изменению. В частности, можно умень-
шить эффект от воздействия внешних возмущений на выход системы посредством
подходящего метода синтеза управления по выходу.

Задача синтеза управления для линейной системы с неизвестными ограниченны-
ми возмущениями впервые решалась в работах Бертсекаса и Швеппе (Bertsekas and
Schweppe) [1–3], где было предложено строить управление так, чтобы удерживать
состояние системы в заданной области и гарантировать достижение некого целевого
множества. Данная задача была решена с помощью метода динамического програм-
мирования и эллиптических вычислений, развитие которых изложено в [4].

Теория H∞ дает явный вид оптимального регулятора для случая возмущений из
класса L2 [5, 6]. Требование ограниченности энергии возмущений было ослаблено
для дискретных систем в [7–9], где учитывается лишь максимальная амплитуда воз-
мущений (т.е. оценка в норме l1). К сожалению, оптимальный регулятор, построен-
ный в соответствии с предложенной схемой, часто имеет высокий порядок. В [10, 11]
впервые было предложено решать задачу минимизации ограниченных возмущений
с привлечением линейных матричных неравенств [12].
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Понятие инвариантных множеств, их связь с теорией Ляпунова и возможность
их использования при управлении динамическими системами, при анализе робаст-
ности и подавлении возмущений изложены в [13]. В [14] представлены некоторые
обобщения указанных результатов.

Обычно инвариантные множества определяются в форме эллипсоидов или мно-
гогранников в соответствующих пространствах. Первый вариант определения удо-
бен с точки зрения простоты описания (достаточно задать лишь центр и матрицу
эллипсоида), однако он часто дает излишне консервативные оценки. Второй способ
кажется более естественным и точным, но связан со значительными сложностями
при задании инвариантного множества.

Для линейной системы с ограниченными возмущениями в [15–18] задача синтеза
статического регулятора с обратной связью по состоянию, минимизирующего размер
соответствующего инвариантного эллипсоида, была сведена к задаче оптимизации
линейного функционала с ограничениями в форме линейных матричных неравенств.
Задачи синтеза робастного управления нередко удается формулировать в терминах
линейных матричных неравенств и успешно решать с привлечением современных
вычислительных алгоритмов [12]. Не менее широкий класс задач формулируется
в терминах билинейных матричных неравенств [19–21], и лишь немногие из них
(например, для статических обратных связей и динамических обратных связей по
выходу) удается эффективно решить путем сведения к эквивалентным линейным
неравенствам посредством специальной замены переменных.

Данная работа посвящена задаче стабилизации нелинейной системы по выходу
при наличии ограниченных возмущений. Ее решение основано на комбинации ме-
тода функций Ляпунова и принципа инвариантных эллипсоидов, наблюдателя Лю-
енбергера и линейного регулятора с обратной связью по наблюдаемому состоянию.
В силу нелинейности системы полученная задача оптимизации имеет билинейные
матричные ограничения. С помощью специальных преобразований полученные би-
линейные ограничения сводятся к двухпараметрическому семейству линейных мат-
ричных неравенств, а соответствующая задача оптимизации эффективно решается
при каждых фиксированных значениях параметров.

1.1. Основные результаты

1. В данной работе проблема отыскания минимального инвариантного эллипсои-
да для нелинейной возмущенной системы с линейным наблюдением и управлени-
ем сведена к задаче оптимизации линейного функционала с билинейными ограни-
чениями.

2. Доказана лемма, которая сужает допустимое множество, но позволяет эффек-
тивно отыскивать субоптимальное решение задачи, поскольку при фиксированных
значениях двух скалярных параметров полученные ограничения принимают вид ли-
нейных матричных неравенств.

3. Впервые ограничение на управление представлено в виде линейного матрич-
ного неравенства, которое может быть добавлено в систему уже имеющихся огра-
ничений.

1.2. Структура работы

В разделе 2 предложена точная постановка задачи и основные предположения.
В разделе 3 представлены основные результаты. Некоторые вычислительные аспек-
ты построения робастного управления рассмотрены в разделе 4. В разделе 5 прило-
жение полученных результатов продемонстрировано на примере стабилизации кос-
мического аппарата с двумя упругими динамическими элементами. В Заключении
представлены некоторые замечания и обобщения.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейную непрерывную управляемую систему:

ẋ = f(x, t) +Bu,

y = Cx+ wy ,
(1)

где x ∈ Rn – вектор состояния, u ∈ Rm – управление, y ∈ Rk – выход системы,
wy ∈ Rk – возмущения на выходе, f : Rn × R → Rn – неизвестная нелинейная
функция (из указанного далее класса), B ∈ Rn×m, C ∈ Rk×n – матрицы системы.

Исследуем данную систему при следующих общих предположениях:

1) возмущения wy на выходе системы удовлетворяют оценке

∥wy∥
2

K�
:= w⊤

y K�wy ⩽ 1,(2)

где симметрическая положительно определенная матрица K� ∈ Rn×n,K� > 0,
считается заданной;

2) нелинейная функция f(x, t) удовлетворяет условию типа Липшица, а именно

∥f(x, t)−Ax∥
2

Kf
⩽ � + ∥x∥

2

Kx
,

где 0 < Kf ∈ Rn×n, 0 < Kx ∈ Rn×n, A ∈ Rn×n – известные матрицы, � ∈ R, � ⩾ 0
(без ограничения общности можно считать, что � = {0, 1}).

3) пара (A,B) является управляемой, а пара (A,C) – наблюдаемой.

Вводя обозначение wx := f(x, t)−Ax, систему (1) можно представить в виде:

ẋ = Ax+Bu+ wx,(3)

y = Cx + wy,(4)

∥wk∥
2

Kf
⩽ � + ∥x∥2Kx

.(5)

Будем рассматривать линейное управление вида

u = Kx̂, K ∈ Rm×n,(6)

где x̂ ∈ Rn – наблюдаемое состояние системы, полученное с помощью классического
наблюдателя Люенбергера вида

˙̂x = Ax̂+Bu+ F (y − Cx̂), F ∈ Rn×p.(7)

Робастную стабилизацию системы (3), (4) будем реализовывать с помощью мето-
да инвариантных эллипсоидов (см., например, [16]), который основан на следующих
простых принципах.

Эллипсоид

"(0, P ) =
{

x ∈ Rn : x⊤P−1x ⩽ 1
}

, P > 0,

с центром в начале координат и конфигурационной матрицей P называется инва-
риантным для системы (3), (4) с возмущениями вида (2) и (5), если

1) для любого x(0) ∈ "(0, P ) решение x(t) ∈ "(0, P ) для всех t ⩾ 0;

2) при x(0) /∈ "(0, P ) справедливо x(t) → "(0, P ) при t → ∞.

Другими словами, всякая траектория системы, начавшись внутри инвариантного
эллипсоида, остается внутри при всех t⩾ 0, а любое решение, начавшееся вне эллип-
соида, стремится к данному эллипсоиду (асимптотически или за конечное время).
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Инвариантный эллипсоид можно рассматривать как характеристику влияния
неопределенностей на траектории системы. Тогда “минимальный” (в некотором
смысле) инвариантный эллипсоид будет соответствовать некоторому робастному
управлению. Таким образом, основная задача состоит в синтезе линейной обратной
связи по выходу, которая гарантирует сходимость любой траектории системы (3),
(4), (7) к “минимальному” инвариантному эллипсоиду. В данной работе используется
критерий следа матрицы эллипсоида для определения минимальности эллипсоида.

3. Основной результат

Обозначая ошибку наблюдения состояния e := x− x̂, получим

ė = (A− FC)e + wx − Fwy.

Введем в рассмотрение расширенный вектор z := ( x̂ e )⊤, z ∈ R2n. Тогда

ż = Âz + F̂w,(8)

где Â :=

(

A+BK FC

0 A− FC

)

, F̂ :=

(

0 F

I −F

)

и w :=

(

wx

wy

)

.

Т е о р е м а 1. Если задача оптимизации

tr(X1) + tr(H) → min(9)

с ограничениями

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

R1 Y ⊤
2
C 0 Y ⊤

2
X2X1

C⊤Y2 A⊤X2+X2A−Y ⊤
2
C−C⊤Y2+�1X2 X2 −Y ⊤

2
I

0 X2 −�2Kf 0 0

Y2 −Y2 0 −�3K� 0

X1X2 I 0 0 −
1

�2
K−1

x

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⩽0,

(10)
(

−R1 − 2X2 I

I X1A
⊤ +AX1 + Y1B

⊤ +BY ⊤
1

+ �1X1

)

⩽ 0,

(

H I

I X2

)

⩾ 0, �1 ⩾ ��2 + �3, �2 ⩾ 0, �3 ⩾ 0,

X1 ⩾ 0, X2 ⩾ 0, H ⩾ 0,

имеет решение по отношению к матричным переменным H,X1, X2, R1, R2 ∈ Rn×n,
Y1 ∈ Rn×m, Y2 ∈ Rk×n и скалярным переменным �1, �2, �3, тогда эллипсоид с мат-
рицей

P =

(

X1 0

0 X−1

2

)

(11)

является “квазиминимальным” инвариантным эллипсоидом системы (8), (2), (5)
с матрицей обратных связей

K =
(

X−1

1
Y1

)⊤

(12)
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и матрицей наблюдателя

F =
(

Y2X
−1

2

)⊤

.(13)

Доказательства данного и последующих утверждений представлены в Приложе-
нии.

З а м е ч а н и е 1. Поскольку доказательство теоремы 1 основано на S-процедуре
и Λ-неравенстве, которые дают верхние оценки для матричных неравенств, то можно
гарантировать лишь отыскание “квазиминимального” инвариантного эллипсоида.

При ограничении на управление вида ∥u∥ ⩽ ∥x∥Ku
получаем матричное неравен-

ство

K⊤K ⩽ Ku, Ku ∈ Rn×n, Ku > 0,(14)

для которого справедлива следующая лемма.

Л е мма 1. Включение в рассмотрение условия (14) приводит к добавлению в
систему матричных неравенств ограничения

(

2X1 −K−1
u Y1

Y ⊤
1

I

)

⩾ 0.(15)

4. Вычислительные аспекты синтеза робастного регулятора

Задача оптимизации (9), в сущности, является билинейной, поскольку в матрич-
ных ограничениях (10) встречается произведение вида X1X2. Численное решение
этой задачи часто бывает весьма затруднительным, поскольку допустимое множе-
ство, определяемое билинейным матричным неравенством, в общем случае невы-
пуклое. Методы релаксации (например, в [22, 23]) и алгоритмы нелинейного про-
граммирования (например, методы типа ветвей и границ) могут быть рассмотрены в
качестве двух возможных альтернатив решения данной билинейной задачи. Эффек-
тивность известного пакета “PENBMI” для системы MATLAB существенно зависит
от выбора начальной точки, которая фактически должна быть близка к оптималь-
ному решению [24]. Алгоритм, реализованный в данном пакете, использует метод
штрафных функций. Лемма 2, предложенная далее, упрощает выбор допустимой
начальной точки.

Л е мма 2. Допустимое множество, заданное системой неравенств:

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

R1 Y ⊤
2 C 0 Y ⊤

2 0

C⊤Y2 A⊤X2 +X2A− Y ⊤
2 C − C⊤Y2 + �1X2 X2 −Y ⊤

2 I

0 X2 −�2Kf 0 0

Y2 −Y2 0 −�3K� 0

0 I 0 0 R2

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⩽ 0,

(

−R1 − 2X2 I

I X1A
⊤ +AX1 + Y1B

⊤ +BY ⊤
1

+ �1X1 + Λ

)

⩽ 0,

⎛

⎝

−
1

�2
K−1

x −R2 X1

X1 −Λ

⎞

⎠ ⩽ 0,

(

H I

I X2

)

⩾ 0, 0 < Λ ∈ Rn×n,

�1 ⩾ ��2 + �3, �i ⩾ 0, i = 1, 2, 3,

(16)
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является подмножеством допустимого множества, определяемого системой
неравенств (10).

З а м е ч а н и е 2. При фиксированных скалярных параметрах �1 и �2 матричные
неравенства (16) становятся линейными и могут быть решены с помощью пакетов
LMI-Toolbox, SeDuMi и Yalmip системы MATLAB.

З а м е ч а н и е 3. Задача оптимизации (9) также может быть приближенно реше-
на с использованием следующей процедуры:

1) для фиксированных скалярных параметров �1, �2 решаем задачу оптимизации (9)
с линейными матричными ограничениями (16);

2) осуществляется поиск оптимального решения задачи (9) по отношению к скаляр-
ным переменным �1, �2.

5. Робастная стабилизация космического аппарата

5.1. Полная модель

Рассмотрим модель космического аппарата с двумя упругими динамическими
элементами (стержнями) (см., например, [25]), обладающими диссипативными свой-
ствами (рис. 1).

Определим следующие три системы координат: Ox0y0z0 – инерциальная система
координат с началом O в центре масс механической системы; Ox1y1z1 – система
координат, жестко связанная с космическим аппаратом и началом в точкеO; O1xyz –
система координат, связанная с недеформированным стержнем и началом в точке
его закрепления O1.

Будем изучать управляемые движения аппарата лишь вокруг его продольной
оси и будем считать, что стержни совершают антисимметрические колебания. По-
ложение системы Ox1y1z1 определяется углом поворота космического аппарата 
(t).
Отклонение стержня от его невозмущенного состояния обозначается y(x, t). Если
считать, что управляющий момент u(t) прикладывается к основному телу, а стержни
обладают свойством внутреннего вязкого трения и внешние возмущения f0 (t, 
, 
̇),
f̄ (t, x, y, 
, 
̇) действуют как на основное тело, так и на динамические элементы, то
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Рис. 1. Модель космического аппарата.
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уравнение движения системы будет иметь вид:

J
̈(t) + 2

l
∫

0

m(x+ r)
∂2y(x, t)

∂t2
dx = u(t) + f̄0,(17)

m(x+ r)
̈ +m
∂2y(x, t)

∂t2
+ EI

∂4y(x, t)

∂x4
+ EI�

∂5y(x, t)

∂t∂x4
= f̄(18)

с граничными условиями

y(0, t) =
∂y(x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

=
∂2y(x, t)

∂x2

∣

∣

∣

∣

x=l

=
∂3y(x, t)

∂x3

∣

∣

∣

∣

x=l

= 0,

где r – расстояние от продольной оси до точки закрепления стержня, l – длина
стержня, EI – изгибная жесткость стержня, � – коэффициент внутреннего вязкого
трения, m – погонная масса стержня, J0 – момент инерции основного тела относи-
тельно оси OZ0, u – управляющий момент, а J – момент инерции всей системы:

J = J0 + 2

l
∫

0

m(x+ r)2dx.

5.2. Приближенная модель

Используя метод Галеркина (см., например, [раздел 18.6.2 в 26]), можно предпо-
ложить приближенно, что

y(x, t) =

k
∑

i=1

qi(t)Φi(x),(19)

где Φi(x) – собственная форма, соответствующая положительному собственному
числу �i положительного самосопряженного оператора

LΦ(x) =
d4Φ(x)

dx4
, Φ(0) = Φ′(0) = Φ′′(l) = Φ′′′(l) = 0,

где

d4Φi(x)

dx4
≡ �iΦi(x), 0 ⩽ x ⩽ l.

После подстановки (19) в (17) и (18), умножения (18) на Φi(x) и интегрирования по
интервалу [0, l] получаем:

J
̈ + 2

k
∑

i=1

piq̈i = u(t) + f0,(20)

pi
̈ + aiq̈i + biq̇i + ciqi = fi, i = 1, 2, . . . , k,(21)

где

pi =

l
∫

0

m(x+ r)Φi(x)dx, ai =

l
∫

0

mΦ2

i (x)dx, bi = �iEI�

l
∫

0

Φ2

i (x)dx,

ci = �iEI

l
∫

0

Φ2

i (x)dx, fi (t, q, 
, 
̇) =

l
∫

0

f̄

(

t, x,

k
∑

i=1

qiΦi(x), 
, 
̇

)

Φi(x)dx.
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5.3. Представление системы в пространстве состояний

Рассмотрим случай одного тона колебаний гибких стержней (k = 1). Введем
следующие переменные состояния: x1 = 
, x2 = 
̇, x3 = q1 и x4 = q̇1. Тогда для
модели космического аппарата с параметрами J0 = 150, l = 7,5, m = 0,53, r = 3,
EI = 20 и � = 0,1 получим приближенную модель:

⎛

⎜

⎜

⎝

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

⎞

⎟

⎟

⎠

=

⎛

⎜

⎜

⎝

0 1 0 0
0 0 0,0028 0,0142
0 0 0 1
0 0 −0,0825 −0,4126

⎞

⎟

⎟

⎠

⎛

⎜

⎜

⎝

x1

x2

x3

x4

⎞

⎟

⎟

⎠

+

⎛

⎜

⎜

⎝

0
0,0076

0
−0,1676

⎞

⎟

⎟

⎠

u+ wx,

где

wx =

⎛

⎜

⎜

⎝

0 0
0,0076 0,0037

0 0
−0,1676 −0,0979

⎞

⎟

⎟

⎠

(

f0
f1

)

.

Будем считать, что лишь угол 
 и угловая скорость 
̇ доступны для измерения.
Другими словами, выход системы имеет вид

y =

(

1 0 0 0
0 1 0 0

)

⎛

⎜

⎜

⎝

x1

x2

x3

x4

⎞

⎟

⎟

⎠

+ wy,

где wy ∈ R2 – ограниченный шум на выходе системы

w⊤

y K�wy ⩽ 1, K� =

(

530 25
25 1960

)

.

Предположим также, что внешние возмущения, действующие на систему, удовле-
творяют оценкам

∣f0∣ ⩽ 0,05∣
∣+ 0,1∣
̇∣+ 0,06∣q∣+ 0,11∣q̇∣

и

∣f1∣ ⩽ 0,011∣
∣+ 0,02∣
̇∣+ 0,07∣q∣+ 0,012∣q̇∣.

Тогда данные ограничения могут быть представлены в виде (5) с матрицами

Kf = 103

⎛

⎜

⎜

⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟

⎟

⎠

, Kx =

⎛

⎜

⎜

⎝

1,1283 0,1001 0,1112 0,0491
0,1001 1,0781 0,0868 0,0383
0,1112 0,0868 1,0964 0,0426
0,0491 0,0383 0,0426 1,0188

⎞

⎟

⎟

⎠

и � = 0. При ограничении на управление ∣u∣ ⩽ 200∥x∥ матрица Ku в неравенстве (14)
принимает вид

Ku = 104

⎛

⎜

⎜

⎝

4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

⎞

⎟

⎟

⎠

,

причем дополнительно считается, что ∣u(t)∣ ⩽ 1.
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5.4. Схема управления

Для достаточно больших начальных отклонений космического аппарата от на-
чала координат будем применять комбинированное управление, основанное на оп-
тимальном по времени алгоритме, построенном по фазовым переменным 
, 
̇ и ло-
кальной стабилизации с помощью линейной обратной связи. Как известно [27], мини-
мальным по времени методом управления является алгоритм “разгон-торможение”
вида

u =

⎧

⎨

⎩

−1, 0 ⩽ t ⩽ T1,
1, T1 < t ⩽ T2,
0, t > T2,

где

T1 = J
̇(0) +
√

(J2
̇2(0) + 2J
(0))/2,

T2 = J
̇(0) + 2
√

(J2
̇2(0) + 2J
(0))/2.

Для локальной стабилизации при (t > T2) линейное управление будет строиться в
соответствии с результатами, полученными в разделе 4. Тогда параметры управле-
ния K и F , реализующие робастную линейную обратную связь, имеют вид

K = ( −1,2617 −50,4988 0,4300 4,25233 ) , F =

⎛

⎜

⎜

⎝

0,5060 0,4499
0,1106 0,0984
0,0526 0,0412
−0,0058 −0,0031

⎞

⎟

⎟

⎠

.

На pис. 2 представлены графики изменения реального и наблюдаемого угловых
положений космического аппарата. График управления u(t) показан на рис. 3. На
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Рис. 2. Угловое положение космического аппарата: 1 – реальное положение,
2 – наблюдаемое положение.
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Рис. 4. Проекция инвариантного эллипсоида.
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рис. 4 изображена проекция инвариантного эллипсоида для векторной ошибки на-
блюдения e = x− x̂.

6. Заключение

В работе представлена схема робастной стабилизации по выходу для нелиней-
ных систем в условиях неопределенности и внешних возмущений, основанная на
решении специальной оптимизационной задачи. Принципиальным в данной схеме
является линейный регулятор, использующий текущие оценки состояния и постро-
енный с помощью метода инвариантных эллипсоидов. Регулятор минимизирует эф-
фект воздействия возмущений на систему и является робастным по отношению к ее
нелинейностям. Полученную оптимизационную задачу с билинейными матричными
ограничениями удалось с помощью специальных преобразований свести к задаче
с параметризованными (по параметрам �1 и �2) линейными матричными неравен-
ствами, которая позволяет найти квазиоптимальное решение. Робастность данной
схемы подтверждена численным моделированием для специальной модели космиче-
ского аппарата.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е мы 1 . Выберем кандидата на функцию Ляпунова
в виде

V (z) := (z, P−1z), P−1 =

(

P1 0

0 P2

)

,

где P > 0 – матрица инвариантного эллипсоида, который будем минимизировать.
Тогда

V̇ = (z, P−1ż) + (ż, P−1z) = (z, P−1(Âz + F̂w)) + ((Âz + F̂w), P−1z) =

= z⊤[Â⊤P−1 + P−1Â]z + w⊤F̂⊤P−1z + z⊤P−1F̂w.

Эллипсоид (z, P−1z) ⩽ 1 будет инвариантным лишь тогда, когда V̇ (x) ⩽ 0 при z, не
принадлежащих эллипсоиду, т.е

z⊤P−1z ⩾ 1.(Π.1)

Для производной имеем

V̇ =

(

z
wx

wy

)⊤(

Â⊤P−1 + P−1Â P−1F̂

F̂⊤P−1 0

)(

z
wx

wy

)

⩽ 0.(Π.2)

Помимо (Π.1) и (Π.2), имеем

wxKfwx ⩽ � + x⊤Kxx и ∥wy∥
2

K�
⩽ 1.(Π.3)

Для получения окончательного условия на матрицу инвариантного эллипсоида при-
меним S-процедуру (см., например, [26]).
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Пусть v = (z⊤, w⊤
x , w

⊤
y )

⊤ и

A0 :=

(

Â⊤P−1 + P−1Â P−1F̂

F̂⊤P−1 0

)

, �0 := 0,

A1 :=

⎛

⎜

⎝

−P−1 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞

⎟

⎠
, �1 = −1,

A2 :=

⎛

⎜

⎝

−Kz 0 0

0 Kf 0

0 0 0

⎞

⎟

⎠
, �2 := � и Kz =

(

Kx Kx

Kx Kx

)

,

A3 =

⎛

⎝

0 0 0

0 0 0

0 0 K�

⎞

⎠ , �3 = 1.

Тогда

V̇ ⩽ 0 ⇔ v⊤A0v ⩽ �0,

z⊤P−1z ⩾ 1 ⇔ v⊤A1v ⩽ �1,

wxKfwx ⩽ � + x⊤Kxx ⇔ v⊤A2v ⩽ �2

и

∥wy∥
2

K�
⩽ 1 ⇔ v⊤A3v ⩽ �3.

Наконец, в силу S-процедуры если существуют числа �1 , �2 и �3, такие что

�0 ⩾ �1�1 + �2�2 + �3�3,

A0 ⩽ �1A1 + �2A2 + �3A3,

�1 ⩾ 0, �2 ⩾ 0, �3 ⩾ 0,

(Π.4)

то неравенство (Π.2) будет справедливым при условии, что неравенства (Π.1), (2) и
(5) выполнены, а, следовательно, эллипсоид с матрицей P является инвариантным
для рассматриваемой системы. Обозначим:

Q := A0 − �1A1 − �2A2 − �3A3, AK := A+BK +
�1
2
I, AF := A− FC +

�1
2
I.

Тогда второе условие в (Π.4) принимает вид

Q =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

A⊤

KP1 + P1AK + �2Kx P1FC + �2Kx 0 P1F

C⊤F⊤P1 + �2Kx A⊤

FP2 + P2AF + �2Kx P2 −P2F

0 P2 −�2Kf 0

F⊤P1 −F⊤P2 0 −�3K�

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

⩽ 0,

а первое переписывается как

�1 ⩾ ��2 + �3, �i ⩾ 0, i = 1, 2, 3.(Π.5)
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Применяя эквивалентное преобразование

T1 =

⎛

⎜

⎜

⎝

P−1

1
0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

⎞

⎟

⎟

⎠

к матрице Q, получаем

Q1 = T1QT⊤

1 =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

Ψ1 FC + �2P
−1

1
Kx 0 F

C⊤F⊤ + �2KxP
−1

1
Ψ2 P2 −P2F

0 P2 −�2Kf 0

F⊤ −F⊤P2 0 −�3K�

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⩽ 0,

где

Ψ1 := P−1

1
A⊤

K +AKP−1

1
+ �1P

−1

1
+ �2P

−1

1
KxP

−1

1
,

Ψ2 := A⊤

FP2 + P2AF + �1P2 + �2Kx.

Очевидно, что

Q1 = Q̃+

⎛

⎜

⎜

⎝

P−1

1

I

0

0

⎞

⎟

⎟

⎠

�2Kx

(

P−1

1
I 0 0

)

⩽ 0,(Π.6)

где

Q̃ =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

P−1

1
A⊤

K +AKP−1

1
+ �1P

−1

1
FC 0 F

C⊤F⊤ A⊤

FP2 + P2AF + �1P2 P2 −P2F

0 P2 −�2Kf 0

F⊤ −F⊤P2 0 −�3K�

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

.

Применяя дополнение по Шуру к (Π.6), получаем:

Q2 =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

P
−1

1 A
⊤

K + AKP
−1

1 + �1P
−1

1 FC 0 F P
−1

1

C
⊤
F

⊤
A

⊤

FP2 + P2AF + �1P2 P2 −P2F I

0 P2 −�2Kf 0 0

F
⊤

−F
⊤
P2 0 −�3K� 0

P
−1

1 I 0 0 −
1

�2
K

−1

x

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⩽ 0.

После преобразования

T2 =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

P2 0 0 0 0
0 I 0 0 0
0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
0 0 0 0 I

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠
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имеем:

Q3 = T2Q2T
⊤

2
=(Π.7)

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

P2(P
−1

1 A
⊤

K +AKP
−1

1 + �1P
−1

1 )P2 P2FC 0 P2F P2P
−1

1

C
⊤
F

⊤
P2 A

⊤

FP2 + P2AF + �1P2 P2 −P2F I

0 P2 −�2Kf 0 0

F
⊤
P2 −F

⊤
P2 0 −�3K� 0

P
−1

1 P2 I 0 0 −
1

�2
K

−1

x

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⩽0.

В силу Λ-неравенства (см., например, [26]) выполняется неравенство

XY ⊤ + Y X⊤
⩽ XΛX⊤ + Y Λ−1Y ⊤,(Π.8)

справедливое при любых X ∈ Rn×k, Y ∈ Rn×k, и при 0 < Λ = Λ⊤ ∈ Rk×k для X = P2

и Y = I получаем

P2 + P2 ⩽ P2ΛP2 + Λ−1.

Выбирая

Λ := −(P−1

1
A⊤

K +AKP−1

1
+ �1P

−1

1
),

имеем

P2(P
−1

1
A⊤

K +AKP−1

1
+ �1P

−1

1
)P2 ⩽(Π.9)

⩽ −P2 − P2 − (P−1

1
A⊤

K +AKP−1

1
+ �1P

−1

1
)−1.

Применяя дополнение по Шуру к неравенству

−2P2 − (P−1

1
A⊤

K +AKP−1

1
+ �1P

−1

1
)−1

⩽ R1,(Π.10)

получаем
(

−R1 − 2P2 I

I P−1

1
A⊤

K +AKP−1

1
+ �1P

−1

1

)

⩽ 0.(Π.11)

Обозначая

X1 := P−1

1
, Y1 := P−1

1
K⊤, X2 := P2, Y2 := F⊤P2,

для (Π.9), (Π.10), (Π.11) с учетом матричного неравенства
(

X Y ⊤

Y Z

)

⩽

(

X ′ Y ⊤

Y Z

)

,

справедливого при всех X = X⊤, Z = Z⊤ и X ′ = X ′⊤ ⩾ X , окончательно получаем
систему матричных неравенств для отыскания инвариантного эллипсоида:

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

R1 Y ⊤
2
C 0 Y ⊤

2
X2X1

C⊤Y2 A⊤X2 +X2A− Y ⊤
2
C − C⊤Y2 + �1X2 X2 −Y ⊤

2
I

0 X2 −�2Kf 0 0

Y2 −Y2 0 −�3K� 0

X1X2 I 0 0 −
1

�2
K−1

x

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⩽ 0,

(

−R1 − 2X2 I

I X1A
⊤ +AX1 + Y1B

⊤ +BY ⊤
1

+ �1X1

)

⩽ 0.(Π.12)
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Поиск минимального эллипсоида, очевидно, связан с минимизацией функционала

tr(X1) + tr(X−1

2
) → min(Π.13)

при ограничениях (Π.5) и (Π.12). Вводя дополнительное неравенство

H ⩾ X−1

2
⇔

(

H I
I X2

)

⩾ 0,

задачу оптимизации нелинейного функционала (Π.13) удается свести к линейной

tr(X1) + tr(H) → min .

Д о к а з а т е л ь с т в о л е ммы 1 . В силу формулы K = Y ⊤
1
X−1

1
для неравен-

ства (14) имеем
(

X−1

1
Y1

) (

Y ⊤

1
X−1

1

)

⩽ Ku,

что равносильно

Y1Y
⊤

1 ⩽ X1KuX1.(Π.14)

Используя Λ-неравенство для X = X1, Y = I и Λ = Ku > 0, получаем:

2X1 −K−1

u ⩽ X1KuX1,

откуда, используя дополнение по Шуру для (Π.14), окончательно получаем:

0 ⩽

(

2X1 −K−1
u Y1

Y ⊤
1 I

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е ммы 2 . В силу Λ-неравенства (Π.8) для

X⊤ :=
(

0 0 0 0 P−1

1

)

и Y := ( P2 0 0 0 0 )

матричное неравенство (Π.7) может быть оценено как

Q3 ⩽ Q′

3 ⩽ 0,

где

(Π.15)

Q
′

3 :=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

P2(P
−1

1 A
⊤

K + AKP
−1

1 +

+ �1P
−1

1 + Λ)P2

P2FC 0 P2F 0

C
⊤
F

⊤
P2

A
⊤

FP2 + P2AF+
+ �1P2

P2 −P2F I

0 P2 −�2Kf 0 0

F
⊤
P2 −F

⊤
P2 0 −�3K� 0

0 I 0 0
−

1

�2
K

−1

x +

+P
−1

1 Λ−1
P

−1

1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⩽ 0.

Неравенство (Π.11) в таком случае примет вид
(

−R1 − 2X2 I

I X1A
⊤ +AX1 + Y1B

⊤ +BY ⊤
1

+ �1X1 + Λ

)

⩽ 0.
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От нелинейности вида −
1

�2
K−1

x + P−1

1
Λ−1P−1

1
в (Π.15) можно избавиться путем

введения новой переменной R2, удовлетворяющей неравенству

P−1

1
Λ−1P−1

1
−

1

�2
K−1

x ⩽ R2,(Π.16)

и, применения дополнения по Шуру к (Π.16), получаем:

⎛

⎝

−R2 −
1

�2
K−1

x P−1

1

P−1

1
−Λ

⎞

⎠ ⩽ 0.
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